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引 言 
一 本 讲义 可 作 ，A) 研究 Sobolev 空间 的 引 论 ; B) 研 究 椭 贺 


型 边 值 问题 的 引 论 . 
要 对 方向 A) 进一步 研究 , 可 参看 
一 Aronszajn-Smith, Theory of Bessel Potentials, (1) , (11), 
Annales Institut Fourier, 1961 和 即将 出 版 的 ; 
A. P. Oaldéron, Conférence de Berkeley 1960; 
EE. Gaglioardo, 在 正文 中 所 引用 的 工作 及 Riarche di Ma- 
tematica, t. 8(1959), p. 24~ 61; 
J. L. Lions, Théorémes de Trace et dinterpolation， 
(DID). (V), Annali della Seuola Norm. Sup. di Pisa (1959), 
(1960); Journal de Liouville, Math. Annalen (1963), Summa 
~ Brasiliensis (1963); 
J. L. Lions-E. Magenes, Problemes aux limites non 
homoganes (IV), Annali di Pisa, (1961); 
S. M, Nikolskii, Usperki Mat. Nauk, t. XVI (1961), p, 
68~111( 其 中 可 找到 有 关 这 方面 的 许多 苏联 工作 的 文献 ) ; 
L. Nirenberg, Cours de Pisa 1958 (Annali di Pisa, 
~ 1969). 
在 方向 B), 由 于 时 间 不 够 , 我 们 没有 阐明 当 Zz, p 关 2 时 
的 理论 一 一 请 参见 ， 
~ S. Agmon, Annali di Pisa (1959), p. 40B~ 448; 
S. Agmon-A. Douglis-L. Nirenberg, Uomm. Pure App- 
lied Maths., (1959), p. 623~ 727; 


ei Pr tpt 


F'. Browder, Proo. Nat. Acad, So. USA, 48 (1959) ，p 
86B~372, Indagationes Math. 又 又 II (1960), p. 145~169 
以 及 作者 自 1960 年 起 在 Math. Annalen 上 的 一 些 文章 ; 

M. Schechter,， 自 1958 年 起 在 Comm. Pure Applied 
Maths. 上 发 表 的 工作 以 及 也 .Magenes 同 作者 关于 非 齐 次 问 


题 的 理论 的 工作 (Annali Souola Norm. Pisa，16 (1962), Pp 


1~44 及 其 中 的 文献 ) . 
补充 说 明 : 还 参见 4. B. Morrey 并. 的 报告 ,， Bull. Amer. 
Math. Soc., No. 4, July 1962. 


第 全 章 
茶 些 函数 空间 


1. 记号 一 -在 17" 的 一 开 集 上 的 广义 函数 


1.1 恒 以 8 表示 fr 的 一 开 集 , 2( 或 如 ) 的 一 般 点 是 
t= (01 7 Vn); AV AdWV1 do, - 
用 乡 (8) 表示 在 2 中 无 穷 可 微 且 在 2 中 紧 致 支 集 的 〈 复 
值 的 ) 函数 的 空间 ; 自然 地 ,， 若 pE 儿 (人 2), 9 的 支 集 一 般 依赖 
于 vp! 对 9 的 导数 的 记号 规定 如 下 若 7 是 一 组 % 个 之 0 的 
整数 ， 


j= (#1 本 jn) ， 
pi Oita ti 
置 7 ”5 


乡 (O) 上 的 伪 拓扑 ”对 下 文 来 说 ， 下 面 的 概念 将 是 充分 
的 : 者 go 是 乡 4O) 中 的 一 个 序列 ， 说 在 乡 42) 中 pm->0, 如 果 
成 立 

1°) gm 的 文集 落 在 8 的 一 个 固定 的 紧 致 集中 . 

2°%) 对 任何 j, Dipm->0 在 2 中 均匀 地 成 立 . 


1.2 2 上 的 广义 函数 
用 儿 ' (0)( 称 为 人 上 的 广义 函数 空间 ) 表 示 今 (@O) 的 对 偶 
空间 , 即 乡 (Q2) 上 的 线性 连续 泛 函 的 空间 ,于 是 , 若 TE 942) 
又 车 《T, 9 表示 它 与 9€ 儿 (Q) 的 数量 积 ， 
p> 17, 9> 


就 是 乡 (92) 上 的 一 个 连续 的 线性 的 泛 函 .换言之 , 若 pm>0 在 
2 乡 49) 中 成 立 , 那 末 《三 ，pmr> 一 0. 
例 1.1 若 了 是 @ 上 的 一 局 部 可 和 的 函数 ， 可 验证 go-> 


<f， 9》 一 | Fw 人 oa 定义 如 上 的 一 个 广义 函数 ， 


1.3 了 E2 乡 09) 的 导数 


定义 1.1 车 ZTES2I(O) ,又 若 7 = (六 和)， 思 志 0 束 
数 , 则 DT 是 由 下 式 定义 的 广义 函数 . 
(1.1) DT, p>= (—1) VT, D'g», 
于 此 
1| 一 六 十 …… 十 访 ， 


练习 ”验证 它 的 确定 义 一 广义 函数 . 

练习 ”验证 者 f= 了 是 在 2 上 的 一 个 | 有 站 次 连续 可 微 的 
函数 ， 那 末 用 (1.1) 式 定 义 的 DF 与 普通 的 导数 PDIF 全 同 . 
[注意 ， 两 个 在 上 局 部 可 和 的 函数 fg 在 广义 函数 意义 下 
全 同 , 当 且 仅 当 它 们 几乎 处 处 相等 .] 


我 们 将 赋予 29) 以 弱 拓 扑 在 乡 '(@) 中 Tm 了, 若 对 
于 所 有 的 9€ 多 (人 0), 《Tn 9 一 《TT, 9>. 

可 以 验证 下 述 重要 的 性 质 . 

者 在 多 (@) 中 了 Tm 一 人， 那 末 在 乡 (@) 中 DT， 一 DPI 


2. 空 间 Wm?(Q) 


2.1 用 Is(Q) 表 示 在 9 上 Pp 次 方 可 和 的 函数 (的 类 ) 的 空 


间 ， 太 在 严 (O) 中 的 模 是 
(2.1) lflzo=(| fF) law ) 
我们 恒 假设 1<p<eo. 


练习 证 明 乡 42) 在 Z242) 中 稠密 . 


之 .2 空间 VW”? (9) 是 空间 Z2 (9) 的 拓 广 . 首先 注意 任何 
JE IP (89) 确定 上 的 一 个 广义 函数 (N11), 仍 记 为 了, 于 是 能 
考虑 一 切 阶 数 的 导数 Df; 一 般 说 ， 它 们 是 2 上 的 广义 函数 ， 
现 提 出 

定义 2.1 用 克 ”?42) 表 示 %ETP9) 旦 使 


(2.2) DuE I? (Q) 对 一 切 | 下 <m 成 立 
的 函数 (类 ) 的 空间 . 


若 m=0, Wo"?(0) = 1 (0) (Du ww). 
这 无 疑 是 一 个 问 量 空间 , 给 它 以 模 ; 


23) julwooo=( DB Del ) 


Lf 

于 是 有 

定理 2.1 装备 以 模 (2.3) 的 空间 歼 ”?(@) 是 完备 的 ; 于 
是 它 是 一 Banach 空间 . 

证 设 如 是 环 ” ?09) 中 对 模 (2.3) 的 一 Cauchy 序列 ， 
于 是 对 每 个 多 | 让 和 mo) ，Di 是 72 29) 中 的 一 个 Cauohy 序 
列 ; 因为 L? (9) 是 完备 的 , 得 到 
(2.4) Dawn 一 在 LP(Q) 中 成 立 ,， 9; ED?(08). 

但 很 易于 验证 , 若 W->2 在 (6) 中 成 立 , 那 末 Ww 一 %2 在 
2 乡 (2) 中 成 立 ， 于 是 (参看 . 1.3)，D’ws 一 Dw 在 多 ' (82) 中 


一 “一 


成 立 . 

与 (2.4) 相 比较 , 得 到 全 一 Dio, 以 致 对 一 切 了 (lj 所)， 
DEEP 人 9) ,于 是 vE 丽 mm?O) ,而 we 在 一 ?09) 中 成 立 ， 
证 毕 . 

注 2.1 若 p=2, Vm?(0) 是 一 Hilbert 空间 . 通常 , 将 
置 


(2.5) W™ 0) = H"(0). 
者 %, 29€ 有 "(0), 其 数量 积 由 下 式 给 出 
(2.6) (WU, V) Hm0) — p>2 | 0 DiDiode. 


3. 玉 "2 (9) 的 目 反 性 


3.1 在 歼 ” 扩 幼 上 的 线性 连续 泛 函 

对 每 个 3, | 让 过, 映射 
. (3.1) u—> Dw 

是 WW”…?(Q)>L?(0) 的 一 个 线性 连续 映射 ， 而 万"?(0) 被 给 

以 最 不 精细 的 拓扑 ， 它 用 | <m 的 一 切 映射 3.41) 为 连续 来 
描绘 . 

(利用 Hahn-Banach 定理 ) 可 得 到 : 对 VW“?(9) 上 的 一 
切线 性 连续 泛 函 wv> 上 (w), 存在 一 族 函 数 


(3.2) fE DL? (0), 
于 此 

(3 .3) 1/p+1/p'=1, 
使 成 立 


@.9 LW- Bp Dw= DB | fo) Do) dn. 


js Fi 


自然 地 , fy 不 是 唯一 确定 的 . 
重要 注 记 本”?(9) 的 对 偶 的 元 素 卫 一 般 不 是 Q 上 的 广 
义 函 数 ,我 们 将 重新 详细 地 回 到 这 一 瓜 . 


3.2 从 (3.4) 我 们 将 推出 

定理 8.1 对 于 1<p<o0, 空间 WW”?(82) 是 自 反 的 . 

证 设 姑 是 属于 琵 ”?09) 的 一 有 界 集合 中 的 一 个 序列 ; 
必须 证 明 ( 对 自 反 性 的 必要 充分 条 件 ) 能 从 序列 w 中 抽出 
一 序列 ws， 使 ws 在 WV”?(Q) 中 弱 收 化. 换 言 之 ， 使 存在 
uwEW™?(02), 且 / 

(3.5) L(ue)—>L() 
对 于 Wm?(Q) 上 的 一 切 连 续 线 性 泛 函 工 成 立 . 

但 由 于 Dw 属于 了 (8) 的 一 有 界 集 合 (| 放 二 m)， 而 
Lr(@) 是 自 反 的 , 所 以 能 抽出 一 个 序列 %, 使 得 对 19| 所 rw, 六 wa 
在 I2(Q) 中 弱 收 敛 ， 这 必然 在 2(Q) 中 弱 成 立 Diwe->D'u, 于 
是 由 (3. 和 4 立刻 得 到 (3.5). 

上 面 的 证 明显 然 具 有 一 般 的 特性 ; 它 可 用 于 一 切 空间 媚 ， 
它 装备 以 最 不 精细 的 拓扑 ， 此 拓扑 用 吾 到 自 反 Banach 空间 
FG 一 4， …,v) 中 的 线性 映射 了 :了 -> 的 连续 性 来 描绘 . 


3.3 W™?(Q) 的 均匀 凸 性 ( 补 ) 
首先 回忆 下 述 定义 ， 一 Banach 空间 妃 被 称 为 均匀 台 ， 
若 对 所 有 s>>0，0<s<2， 存 在 一 个 数 8(e)， 使 对 一 切 了 
gED, |fls=lgla=—t, If—gls>s, 有 | | <1-500). 
与 一 个 均匀 同和 的 模 相 等 价 的 模 不 必定 是 均匀 是 的 ， 于 是 
有 兴趣 的 空间 是 那些 能 提供 一 个 均匀 凸 模 的 空间 . 


设 如， 杞 , …， 肋 是 一 族 均匀 西 的 空间 ， 若 对 乘积 空间 
如 一 I ,装配 一 个 横 | 
f= (SA) 

可 以 证 明 ( 用 反 证 法 证 明 ) 如 是 均匀 凸 的 . 

因为 由 别处 已 知 (Clarkson) 空间 2 是 均匀 凸 的 ， 由 此 得 
到 空间 酚 "?(2) 装 本 以 模 (3.3) 是 均匀 凸 的 . 
(显然 ， 一 切 均匀 凸 的 空间 是 自 反 的 ， 这 重新 给 出 定理 
3.1), 


4. Wm2 (2) 的 子 空间 


在 玉 ”?(Q), m 之 1 与 W”?(0) = 下 OO) 之 间 的 一 个 很 重 
要 的 不 同 是 ， 一 般 说 空间 多 (@) 在 W"?(Q) 中 不 是 稠密 的 ， 
为 使 信服 这 一 点 ,这 里 有 一 个 基本 但 有 效 的 方法 , 首先 我 们 置 
下 述 和 定义; 

定义 .1 用 琴 久 "2) 表示 乡 (@2) 在 丙 ”?(9) 中 的 完备 
化 . 

我 们 来 证 明 

命题 .1 车 wEW8'?(8), 那 末 在 人 上 几乎 处 处 (p. p.) 
等 于 4 而 在 8 外 几乎 处 处 等 了 于 0 的 函数 以 属于 WW"?(R"). 

证 对 于 gE€ 弥 (0), 函数 多 (用 类 似 于 纪 的 方式 定义 ) 属 
于 多 (RB"), 且 

[$l wmacas = ol wep,. 

因此 映射 p>$ 由 连续 性 延 拓 为 W 如 ?(0) 一 Wm…?(R") 的 

一 个 线性 连续 映射 , 且 车 wEW8'?(Q), 则 ww 在 此 映射 中 的 象 
一 8 — 


不 是 别 的 就 是 结果 中 的 那个 世 

应 用 取 2 为 一 球 (仅仅 为 确定 概念 起 见 ! )， 于 是 在 避 
中 等 于 1 的 函数 是 在 WW”? (2) 中 , m 任意 ， 可 是 (如 命题 
4.1 那样 定义 ) 不 在 WW+?(R) 中 ， 事 实 上 ， 于 是 由 球面 89 
(Q 的 界面 ) 所 支撑 的 测度 ,于 是 生 了 22(B"). 于 是 WY8*?(@)， 
这 很 好 地 证 明了 在 此 情形 多 (0) 在 厂 ”? (2) 中 不 是 稠密 
的 . 

这 种 推理 的 方式 容易 适应 于 无 界 开 集 的 情况 ， 假 设 2 的 
余 集 不 是 “ 太 小 ”， 我 们 将 在 更 后 面 明确 这 一 点 . 现在 先 来 
证 明 

命题 4.2 若 8=R", 那 末 多 (BR" 在 WW”?(R") 中 是 再 
密 的 . 

证 通过 截断 及 正规 化 ， 设 ME 多 (BR")， 

1 2| 委 工 ， > 

署 Mp(o) 一 M (2/R), R>0. 

若 wEW™BR*), 可 证 明 当 有 RB->co 时 及 ju- 在 Wm?(R") 
中 成 立 , 于 是 可 见 由 紧 致 支 集 函 数 所 形成 的 天”?(B") 的 子 空 
间 是 稠密 的 . 

现 设 wE 厂 ”2(ZRO， 紧 致 支 集 . 设 m 是 多 (BR") 的 一 正规 
序列 , 即 

[se py>0， | py(w) dw =1, 
m 的 支 集 己 以 原点 为 心 ,半径 sw->0 的 球 中 。 

于 是 wpr€ (BR"”), 且 wrpr%v 在 WW"?(BR") 中 成 立 ,这 

就 完成 了 证 明 . : 


在 N°6 我 们 将 给 出 在 Q 上 使 历 ”"?(2) 王 故 80) 成 立 
的 充 要 条 件 . 
在 后 面 几 章 中 我 们 将 研究 历 ”?(9) 的 另外 的 子 空 间 ， 


5. 空间 WW”? (8) 


定义 5.1 用 玉 "?《Q) 表 示 W8""(Q) 的 对 偶 空 间 (三 二 
3- 
因为 多 (9) 在 W8"(9) 中 稠密 ,可 以 将 矿 -™” (9) 视 为 
Q 上 广义 函数 空间 乡 '(9) 的 一 个 子 空间 ; 

2(9) EW-™? (0) CD' (0). : 

三 -”(9) 的 广义 函数 的 结构 由 下 述 定理 给 出 ; 

定理 5.1 Q 上 的 一 个 广义 函数 了 在 全-"…?”(Q) 中 的 充 
要 条 件 是 能 将 其 写 为 


(5.1) T- 3 Dg, gE (9). 

注 分解 (5.1) 不 是 唯一 的 . 

证 设 w->L(wW) 是 WV8"?(Q2) 上 的 一 个 线性 连续 泛 孙 ,由 
Hahn-Banach 定理 , 它 可 延 拓 为 W"?(Q) 上 的 一 线性 连续 泛 
函 , 对 于 它 , 我 们 已 知道 其 形式 [ 见 43. 委 ]。 于 是 ， 存 在 户 E 
Zi (0), 使 
若 取 ww€ 多 (QQ), 那 末 

L(w) -< (—1)11D’ f;, w>, 


其 中 尖 括号 表示 在 2'(@) 与 乡 (9) 间 的 对 个 、 
一 710 一 


LW — Df Dw, veE WS"(0). 


于 是 能 将 二 视 为 广义 函数 忆 (一 人 DMD!f， 由 此 置 j= 
(一 1) My 就 得 到 (5.1). 


6. 使 WV"? (8) = WW8"? (2) 的 充 要 条 件 


6G.1 m-p' 极 的 集 

定义 6.1 没 玉 是 妈 的 一 闭 集 , 用 WW”? 表示 文集 包 人 
在 瑟 中 的 栈 -” (BO 的 广义 函数 的 空间 .显然 , 0E Wz 
称 互 是 [os 2] 极 , 若 
(6.1) Wi"? = {0}. 

[ms 的 极 的 集合 是 “小 "的 ， 例 如: 车 肝 有 正 的 测度 ， 那 
末 它 不 是 [ms 2] 极 ， 事实 上 , 包含 在 不 中 的 测度 >0 的 紧 臻 
的 特征 函数 是 在 Vz"” 中 ， 

因为 W"t4?(R") CW™?(R"), 故 有 

W-"-+r (R") EW-™"" (BR"), 

”县 因此， 

若 互 是 [m 十 4 的 极 , 则 它 必 是 [ms 2] 极 , 其 道 不 真 . 

更 后 面 将 可 看 到 , 对 于 足够 大 的 m, WW"…?(B") 被 包含 在 
Re 上 的 连续 函数 空间 中 ， 于 是 W-™…? (BR") 包含 Dirao 测度 ; 
于 是 , 对 于 足够 大 的 mm， 一 个 集合 仅 当 是 空 集 时 才 是 [wu Pp 
极 . : 
再 拿 起 命题 4.t 中 的 映射 >%W， 这 里 人 8*?(Q) 表示 

8?(9) 在 此 等 距 映 射 下 的 象 ; 于 是 它 是 W"…?(R") 的 一 个 闭 

的 子 空间 , 有 

命题 6.1 BP8?(0) 二 Wm™?(R") 当 且 仅 当 CQ(C=-2 的 补 
集 或 余 集 ) 是 [ws Pp] 极 时 成 立 ， 
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证 事实 上 , 侈 %*?(0Q) 的 极 空间 由 使 
《Tw》 一 0 对 一 切 w€EW?(Q) 成 立 
的 了 GE 歼 -2 (BR") 所 组 成 ; 这 等 价 于 
《Tw>》=0 对 一 切 wE 多 (08) 成 立 , 即 ， 在 8 上 了 =0. 设 
了 TEWs™”,， 六 一 C0002， 由 此 就 得 到 命题 ， 


6.2 现在 可 以 研究 W™? (8) 与 W8'?(62) 是 否 可 能 恒 等 的 
问题 . 

命题 6.2 若 邢 ”“?(0Q)=WW8'?(8), 那 末 C9 是 [m; Pp 
极 . 

证 (1) 首先 证 明 08 是 零 测度 . 

若 不 然 , 必 存在 BRB? 中 的 一 个 有 界 连通 开 集 Q, 使 
《6 .2) QNCG 有 测度 >0， 
且 Qn2z181 

设 是 在 2 中 取 值 为 1 的 隔 数 , 而 0 是 乡 ( 如 ) 的 一 函数 
使 在 Q@NQ 上 , 0=1， 函数 w=9f 在 W™?(Q) 中 , 于 是 在 

V8*?(Q) 中 ,而 因此 WEW™?(R")( 见 命题 4.1), 且 


Ou 
六 (总 ). 
. Ou \™ Ou ~ 

可 是 在 @ 上 (说 ) -0, 于 是 在 Q 上 有 -一 0， 于 是 各 在 
Q@ 上 几乎 处 处 等 于 常数 . 可 是 妈 在 Q&ne 上 取 值 二 在 &nCoO 
上 取 值 0， 于 是 QnCo 是 零 测 度 一 一 这 与 (6.2) 矛盾 ， 于 是 
09 是 零 测度 . 

(2) 设 UEW™?(B") ,wu 是 口 在 Q 上 的 限制 ;wEW™?(08)， 
于 是 EW8*? (0)， 于 是 XEW™? (BR") 且 因 此 (0 一 们 € 
Wwz(R")。， 但 显然 0 一 0 在 8 上 几乎 处 处 成 立 ， 且 根据 
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(1)， 于 是 有 DT 一 4=0， 于 是 UEW%?(Q)， 这 就 证 明了 
态 8*?(Q) =W"…?(R")， 这 样 由 命题 6.1 就 得 到 结论 . 
命题 6.3 若 C2 是 [1 p] 及 [m; Pp] 极 , 那 末 
Wr?(0) =W™?(0). 
证 设 wEW”™? (Q)， 问 题 在 于 证 明 EW8? (2)， 仍 


考虑 和 它 是 由 以 在 之 外 用 零 来 延 拓 而 得 到 的 。 于 是 党 
0 ~ 一 二 从 nn Ou — 9 
-( 末 ) ECBD)， 且 在 2 上河 一 ( 悦 ) ~0， 因 此 ， 
DuL (总 
Ov; 
(她 ) =0. 更 一 般 地 , Di(2) 一 (Diw)~ 一 0, |j|<m. 因此 
NEWm?(BR")， 但 因为 CQ 是 [m， 一 p] 极 , 在 Q 上 的 限制 
是 在 WV8?(0) 中 (命题 6. 二 ); 但 这 就 是 包 因 此 ,WEW8*?(0). 
证 毕 . 

现在 观察 是 否 由 “天 [m; p] 极 ” 导 至 “下 [1 ] 极 ”( 对 于 
此 情况 ,命题 6.2 及 6.3 提供 一 必要 充分 条 件 ). 

首先 证 明 下 面 的 结果 , 它 指明 了 [rm; go] 极 的 性 质 的 局 部 
特征 

命题 6.4 使 了 X 是 [m; p"] 极 的 充 要 条 件 是 对 任何 紧 致 
的 尼 , 卫 N 玉 是 [ms 约 极 ， 

证 必要 性 是 显然 的 , 证明 其 充分 性 . 

设 TEWz"?， 必 须 证 明 T=0， 设 Ms 是 已 在 命题 4.2 
的 证 明 中 所 引入 的 序列 ， 于 是 当 有 Ryoo 时 ，MaZ-p 在 
W-m?"(R") 中 成 立 (容易 验证 ), 且 MxTE 到 卉 坟 , 其 中 到 g 是 
球 |z| 志 28R， 因此 用 :让 =0, 由 此 得 到 结论 . 

现在 来 推出 


) EWz?， 了 =0Q， 但 下 是 [J; 个 极 , 因此 于 - 


命题 6.5 设 2 和 若 互 是 [mw 0] 极 , 则 它 是 [rs 9 
极 ， 
证 设 是 一 任意 的 紧 致 集 ,只 须 证 明 (由 命题 6.4) 
人 NK 是 Em; 9] 极 . 设 Q@ 是 RB" 的 一 有 界 开 集 ， 使 天 CQ， 
于 是 
Wa = WW "(0)) rnr 
二 ( 支 集 在 革 人 MK 中 的 歼 - 交 7 9) 的 广义 函数 空间 )， 
但 因为 Q@ 是 有 界 的 ， 且 2 关 9， 所 以 有 
8°7(Q) CWe" (0). 
因此 WW-"? (8@) 玉 -…*”(Q)， 因此 
(WO rn CW ™? RQ)) rnr = {0}. 
由 此 得 到 结论 . 
结果 ， 疹 wp'<<p, 即 p 之 2, 则 “ [4 2 ] 极 ” 导 至 “ 称 [1; 2] 
极 ,因此 : 
”定理 6.1 若 Z>2 使 历 ”?(O) =W8*?(Q) 的 充 要 条 件 
是 CO2 是 [m; 20] 极 . 
正如 在 后 面 将 看 到 的 ,还 能 改进 此 结果 (在 证 明了 Sobolev 
不 等 式 之 后 ). 因此 ,将 证 明 


-二 1 1 一 . 说 和 
”定理 6.2 车 二 < 二 + 使"? (9) We (9) 


的 充 要 条 件 是 C8 是 [ms p] 极 . 


7. "(9) 的 分 解 


现在 提出 相当 自然 的 一 个 问题 是 研究 丈 ”? (9) 与 
W868?(0) 之 间 的 “差别 ”问题 .第 - 个 问题 是， 于 Yi (Q) 是 
下 在 太 "29) 中 允许 一 个 拓扑 的 补充 ? 


当 p 关 2 时 , 此 问题 的 回答 仅 当 有 一 足够 正规 的 边界 时 
才 是 熟知 的 ( 且 是 肯定 的 ) 。 我 们 以 后 将 重新 回 到 这 一 点 . 

这 里 我 们 来 研究 p=2 的 情况 . 显然 ,在 此 情况 回答 是 平 
凡 的 ; 若 置 : 

环 ” 0O) 一 五 "0 ， 歼 59) 一 五 了 9)， 

于 是 问题 在 于 研究 互 ? OO) 在 互 "(0) 中 的 正 交 补 ; 置 ， 
《7 .1) H”"0Q)= HY(0) DA" 0). / 

"(0Q) 的 一 个 元 素 和 是 在 "(QQ) 中 ， 当 且 仅 当 
(h, 9) Emp) 一 0 对 一 切 9E2 乡 4@) 成 立 , 即 


(7 .2) b> | DhD's dr =0. 
置 

(7 .8) /mn = p>2 (—1) 1D. 
于 是 (7.2) 等 价 于 

(7.4) Anh=0. 


因此 对 在 五 "(8) 中 给 定 的 ww， 存在 wEH8? (9) 及 hE 
H"(Q), 使 


(7.5) =Voth 
及 


《7 .6) Lp 
分 解 47 .5) 是 唯一 的 . 
这 已 经 化 为 一 个 Dirichlet 问题 ; 以 后 我 们 将 重新 回 到 这 
一 点. 


8. 基本 算 子 的 另外 的 系统 


BS,1 在 入 2 定义 的 空间 不 ” ?OO) 涉 及 到 所 有 阶 数 二 m 的 
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导数 . 
在 实践 中 引入 其 他 的 空间 的 族 是 有 用 的 ， 其 中 不 涉及 所 
有 阶 数 和 六 的 导数 . 

设 Ai, A,,: "A, 是 一 些 常 系 数 的 微分 算 子 (其 至 可 取 具 有 
足够 正规 的 变 系数 的 算 子 ), 用 矿 4.?(0) 表示 使 4ULET2CO)， 
I) 一 1，…, 2 的 函数 wE1L?(0) (的 类 ) 的 空间 ,装备 以 模 


(8.1) (wise 二 加 14ulo) ” 


如 同 定 理 2.1 那样 可 证 实 这 是 一 Banach 空 间 ; 4; 称 为 
“基本 算 子 . 

将 N°3 的 注 记 拓 广 到 此 情况 没有 任何 的 困难 . 相反 地， 
一 旦 要 将 N°4 所 建立 的 那 种 性 质 推广 到 此 情况 ， 立刻 就 出 现 
巨大 的 困难 . 

两 个 特殊 情况 已 经 被 研究 . 

(8.2) 2=2 v ==1; 4 是 常 系数 的 任意 的 微分 算 子 ; 
(8.3) {ee » 一 1]; 4 是 变 系 数 的 椭圆 (在 一 将 被 
确定 的 意义 下 ) 微 分 算 子 

我 们 将 重新 加 到 情况 (8.,3) 上 . 


S.2 我 们 要 简要 地 指出 一 个 对 弹性 力学 方程 的 研究 有 用 
的 情况 . 设 w= {wi， """)y Ww} 是 一 向 量 ; 引入 % 的 空间 ， 使 对 一 
切 4 及 j=1, “和 


ou 十 5 
Ft+ Re EL (0). 
装配 以 模 
Ou, (wh b 1/y 
>! et | 2 十 六 Ba/ | Bor Orv, 下 ? 


这 仍 是 一 Banach 空间 ， 
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关于 第 一 章 的 注 记 

N°1 给 出 对 广义 函数 的 一 个 极为 简明 的 摘要 ， 它 丝毫 不 能 代替 工 
Schwartz 和 的 书 ，Théorie des distributions, Paris, Hermann, t. 1, 1950 
(第 二 版 1957); t. 2, 1951. z 

N°2 的 空间 W™?(Q) 是 Sobolev 空间 , 参看 8. L. Sobolev，Cer- 
taines Applications de 1?Analye Fonctionnelle a la Physiqne Mathémati- 
que, Léningrad, 1950( 俄 文 )， 很 多 作者 对 此 空间 使 用 了 很 多 不 同 的 记 
号 ，W5"，H™?， Pmz, Lm 等. 

Wm…?(Q) 的 均匀 同性 (N°3) 对 于 后 文 不 是 不 可 避免 的 , 但 我 们 在 此 
给 出 它 ， 这 是 因为 按照 L. Amerio, Annali Mat. Pura Appl. (4), 53 
(1961), p. 371i~382, 也 参阅 L. Amerio-S. Zaidman 的 最 近 的 工作 , 它 
在 发 展 方程 的 概 周 期 解 的 研究 中 有 用 . 对 于 均匀 凸 空间 ,参阅 J. A. 
Clarkson, Uniformly Convex Spaces, ‘Transactions A. M. 8., t. 40 
(1936), p. 396~414 及 M. M. Day, Normed linear spaces, Frgebnisse 
der Math,, Berlin, 1958. 

N°6( 对 于 后 文 不 是 不 可 避免 的 ) 导 致 一 未 被 完全 解决 的 问题 ; 在 限 
制 pb 关 2 下 定理 6.1 的 表述 是 否 有 价 信 ? 对 于 相近 的 问题 , 可 以 参看 工 . 
Hérmander-J. L. Lions, Math. Scand., 4(1956), p. 259~ 270，Sémi- 
naire L. Sechwartz, 1954 ~1955. 

用 N°6 的 记号 ， 根 据 J. Deny 的 结果 ，Les potentiels d’énergie 
finie, Acta Math. 82(1950), p. 107~183. [1; 2] 极 的 闭 集 合 与 通常 的 
极 的 集合 全 同 , 〈 所 谓 通常 的 极 根据 J. Deny 的 结果 , ) 

N "7 包含 着 一 个 未 解决 的 问题 的 表达 . 

对 于 N"8 中 (8.2) 的 研究 , 我们 转 回 到 工 . 了 ormander 的 工作 ,和 且 特 
别 是 他 的 最 近 的 书 ，Springer, Collection Jaune. 
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第 名 章 
这” 的 性 质 


1 一 个 引 理 


将 置 . DS : 

引 理 1.1 设 妃 是 "的 一 个 可 测 集 , n 之 2; 及 表示 卫 
在 超 平 面 w=0 上 的 投影 , 设 Wi1, On 是 一 些 给 定 的 函数 ， 
且 


(1.1) WEL (BD j=1, 2, ,rm 
(1.2) wi 不 依赖 于 mw。 
于 是 


性 个 \、 工 /# 一 站 
G.3) | [0400 | dw < nu(| [ols le de) | 
五 ¢=1 Hr 


证 要 证 明 的 不 等 式 在 n~2 时 是 显然 的 ， 现 在 对 n 用 
归纳 法 来 证 明 ; 设 民 .8) 直 到 w 一 1 成 立 , 对 来 证 明 它 . 


1/n—1 


| 八 | 
Y, = ( | | 20 | /A , :Qs “don ) $ 
E(w) = EN {eo|w, = 0%}, 
(oo -| [04520 | Gopi -Gap 1 
如 (vi) 
由 百 6lder 不 等 式 . 

一 上 

.4 一 工 n= 

(4) J(w,)< ( | 是 EN dor dm- 


1/n—1 
” ( | | Wn | "dw “ den-1 ) . 
Bw,,) 
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-en 


导 . 邹 的 右 端的 第 二 个 积分 二 了。 若 置 
gr 一 |， 
第 一 个 积分 等 于 
| ， 2 “Op_10Q01。 。 CO _1, 
且 可 利用 归纳 法 假设 , 给 出 ， 
| A ' “On -1001， 000_1 
全 一 2 ess 3~~ ae Wn 
< 县 ( 人 oo dow ) ? 
其 中 召 (wn) 1 二 如 (wn) 在 超 平面 v1 一 0 上 的 投影 . 
用 它们 的 值 来 代替 wm， 且 置 
Wn) 一 ( | gd dv) 》 
再 (op 


闻 一 此 


(| here 后 dssde) < TH hle), 
因此 民 . 纪 给 出 
J (0) <Y, | hi (vn) ， 
由 此 根据 Holder 不 等 式 得 


G5) {lwon ldo<7, [TI ple do, 


<Y, 五 ( | wo n—1 dao) 
但 是 
( | We oj) 四 | E, PA da) 
一 上 ，， 
结果 , (1.5) 不 是 别 的 就 是 所 要 证 的 不 等 式 . 
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2 RSobolev 不 等 式 


现在 能 证 明王 面 的 结果 ; 

定理 2.1 设 2 满足 1 委 p<m， 对 于 一 切 g€9(B"), 有 
(2.1) plw< 二 入 | 疙 
于 此 g 由 下 式 给 出 . 
(2.2) 一 二 一 一 一 


多 
LL? 


(n—i)p (n—l)p 2 
证 写 |o "? =(g99)™?”; 置 有一 人 得 到 


_ 人 (一 二 六 Dp ， 
Dp) ~? = Dp (gp) Dt (ppp+p Dy). 
2 一 2) 
由 此 对 w 积分 得 到 
{nl1)p oo 《HK -1}» 
2 i (nO—1)p -1 
Q.3) lol ™? < Be) lo Pole 
置 
(2.4) Wi (W) = Wi (v1, Wi 1 Wit Wn) 
=sup|9(%) | 29 
于 是 (2.3) 给 出 
_ oa np—1) 
wo Ee ipl | Dolde, 
因此 z 


(2 。 5) | (%) ?100 。 " .Aw * :Qmn 
Dp | lg 
< n—p lp) ”Doldr 
— 80 一 


一 = 一 二 ， 一 … 和 -ee em pe -一 一 一 -一 一 一 一 . ew 


. < 


<- 22 (| io pe rr de) (fipolas)” 
%D 


(mn—1)p | 7 
-人 9 | io ‘pols 
显然 有 : 
pp_ 多 -也 从 
| lo ao<) Bsoplpl™7 do={ 直 woao 
Rn Rn d=1 wi Rr i=1 
是 能 应 用 引 理 1.1. : 
2 " 信 eT 
| I (co dr< (| wr do...doie on ， 
Rn 和 = 1T、J pn- 


且 注 意 到 (2.5) 可 得 出 
人 ola [( D2)™ 


(oa) pp] 
由 此 得 到 (通过 自 乘 % 一 1 次 方 ). 
(fv) <( 们 -2D2) 站 1Delz， 
由 此 得 到 
(J lol 各 an) <(G=D2) 二 人 1Delz) ， 
且 通 过 目 乘 1m 次 方 ,就 导 得 (2.1) 
系 2.1 (CB") 对 模 
(2.6) 3 IDols 


的 完备 化 , 当 1<p<n 时 , 被 包含 在 天 (RD 中, 而 g 由 (2.2) 
式 给 出 ， 
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证 设 DroCm 为 乡 CRD 对 模 (2.6) 的 完备 化 ， 由 装配 
以 由 万 9G) 所 引入 的 拓扑 的 乡 () 到 (BR") 中 的 恒 等 映 
射 是 连续 的 , 由 此 得 到 绪论 . 

小 2.1 诚然 ,D”?(BR”) 与 ER") (9 由 (2.2) 式 给 出 ) 


且 使 昼 E17(R") 的 空间 全 同 . 
上 用 人 Ds (BD) 表示 wEL2(R”) 且 字 ET (BR") 并 
装备 以 模 
ute + I Dal 


的 空间 ; 若 证 明 多 (B") 在 D4?(R") 中 是 稠密 的 ,我 们 的 断言 
将 得 到 成 立 . 对 此 ,引入 Hrp( 如 同 第 一 章 命 题 4.2) 且 置 wr= 
M pu, 来 证 明 wa 落 在 D4?CR") 的 一 有 界 集合 中 , 为 此 必须 证 
明 (CDMaw 落 在 I?(R") 的 一 有 界 集合 中 ， 但 是 


I wj?dv< 训 |， ,lvl?dv (C= 常数 ) 


np 
高 ( | “2 | | 加 ) ( | nae) 


<0,( (| _ lu| "5 区 ap) ”二 Ca 


-和 万 一 9， 因此 能 抽出 一 个 序列 尽 一 co 使 wr, 在 
风 ?(CB 中 乙 收 敛 (Bo(R) 是 自 反 的 ， 参 考 第 一 章 ，No8)， 
必然 sr,—>u, 由 此 得 到 结论 . 

系 2.2 当 1<n<n 时 ,有 
(2.7) Wh?(BR") CLR"), 
且 具 连续 能 入 , 9 由 (2.2) 给 出 . 
注 2.2 定理 2.1 在 下 述 意 义 下 是 最 优 可 能 的 ， 不 存在 
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形 如 
(2.8) ejm<0 训 | 名 | ，0- 常 数 , pE(R") 


的 不 等 式 , 其 中 qi 关 9, 而 9 由 (2.2) 式 给 定 .， 
事实 上 , 若 (2.8) 成 立 , 通过 过 渡 到 极限 , 它 同 样 对 9 (%) 
一 po(V) 一 eXD( 一 4|2|)，&>0 成 立 ， 但 是 ， 
| gal zs 一 Caa-w 4， 


> 


一 于 


Ogqa < Oa "/? ) 
Oo JP 


其 中 Ci 表示 各 种 不 同 的 常数 ， 以 致 (2.8) 给 出 Caa-we< 
COasaL "1 这 当 a 一 十 co 时 仅 当 人 二 人 >0， 而 当 a 一 0 
时 仪 当 一 ti- <0 时 才 可 能 ; 因此 , 形 如 (2.8) 的 不 等 式 


仅 当 gi=g -9 时 才 有 可 能 . 
我 们 不 知道 是 否 (2.1) 中 的 最 佳 的 常数 是 已 知 的 ， 


3. W™2CE") 的 初步 的 性 质 


3.1 重复 地 应 用 系 2.2, 得 到 . 
1 


(8 。 1) W™? (BR") CW a) ( R") ， 
于 此 

1 lip 
i qu) Pp nn 
在 8 中, 航 入 是 连续 的 ， 特 别 , 车 十 一 >0， 
48 .3) W™?(R") CTetm( Rn 
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于 此 
(3.4) 1 = 工 一 2. 


在 下 文中 我 们 将 来 考察 二 一 空 <0 的 情况 。 
3.2 用 Lf.(B") 表示 9 次 方 局 部 可 和 的 函数 空间 ， 对 模 的 


(| _ [Fo) dv) N=1, 2,... 


而 言 , 它 是 一 个 Fréchet 空间 ( 即 可 度量 及 完备 的 )， 
我 们 来 证 明 
定理 8.2 若 D2=m%， 则 

(3.5) 玖 ?EDCTIAoeCR) 对 一 切 有 限 的 9 成立 ， 


证 设 vE 帮 "2?(B) ， 对 于 任何 acE20RBD) ,函数 wy 是 


在 W"?(B") 中 , 且 具 紧 致 支 集 , 因此 特别 是 在 醇 *?…(R) 中 ， 
。>0 任意 小 .于 是 应 用 系 2.2,，aw€ Lx(B"), 一 
-二 ， 因 此 ， 对 一 切 有 限 的 9 及 对 一 切 aE 乡 (BRD，wiE 


7(R")， 由 此 就 得 到 定理 . 


系 3.1 有 
(3.6) 。 玉 ”?(R") CLI(BR") 对 一 切 有 限 的 9g 成 立 ， 
知 
(3.7) i1_m_o 
nn 


3.3 剩 F 来 考察 情况 二 一 守 <0 或 mw- 名 >0， 
定理 83.8 假设 
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Te 


(3 .8) m0 0<a<i 


于 是 一 切 w€EW™?(R") 是 几乎 处 处 等 于 一 连续 函数 ， 仍 记 其 
为 w， 此 外 , 存在 一 常数 C 使 得 
(3 .9) [ww) —wu(y) | Ou wm lw —yl®. 
若 6" 表示 连续 函数 的 空间 , 装备 以 在 所 有 紧 致 集 上 均匀 
收敛 的 拓扑 , 那 末 丈 ”9 在 6 中 的 所 入 是 连续 的 . 
证 ) 设 wEWm?(B"). 于 是 Dw- 到 EW"+s(R") 
1 


m—1 n r 
且 二 一 了 一 >0( 因 mw 一 仿 <1)， 因此, Des€ ,于 此 


(3 .10) 工 - 工 _ m-1 
tr PD an 

及 

(3 .11) [Deals < Ol wom. 


(下 面 C 表示 各 种 不 同 的 常数 .,) 

2) 设 8, 是 边 长 为 p 的 立方 体 ( 且 边 平行 于 轴 )， 包 含 原 
氮 在 其 内 部 . 用 Qio 表示 2。 的 相似 立方 体 , 其 相似 比例 为 t 
设 wE9(R")， 由 等 式 : 

A ww) 0) -| 号 wa) 到 
可 导 得 ,对 wEgQ。， 


(8.19) Ivo) -uO) | <pf BLD (tn) 1. 


于 是 由 (3.12) 导 得 


元 | WO)JQw 一 4%(0) | 


< 元 | lv ul0) la 


一 她 一 


rr eT 


< 二 | | SDe) dn) ds 
0 Mo 


二 1 


1 a 
-| |), SDD W ldy. 
0 1 Jao:。 f=1 

但 


i 


| Dulw) |do< ( | pul'dz) ( | aw) ”， 


作 


而 > 由 (3.10) 式 给 定 , 因此 
| om [Da tw) [dv <O (tp)™ Nl ws, 
且 因 之 


| ulw) do—u(0) | 
Pp /0 . 
1 
<op"r| fr/ —n dt [E24 Wm 。 
因为 n—77 -1—a, 就 导 得 


(3 .13) ] 元 | ulw) dw— wu (0) | <Op"|u | wn. 


现 若 % 及 y 是 任意 的 ,但 |w 一 y|=p, 总 可 将 它们 考虑 为 


边 长 <p 的 一 个 立方 体 中 的 点 , 由 此 得 到 
(3.14) we) 一 VC 的 | 和 Close 一 | 
对 ES 成立. 


这 表明 由 装配 以 WW"?(R") 的 拓扑 的 多 (B") 到 2° ( 且 同 
样 地 到 满足 阶 为 “ 的 Lipsohitz 条 件 的 函数 空间 ) 的 恒 等 映 射 
是 连续 的 ; 用 连续 性 来 延 拓 且 由 于 多 (BR") 在 机"? (R") 中 珊 


密 ( 第 一 章 命题 4.2)， 就 得 到 定理 ， 
— 26 


定理 3.4 假设 
(3.15) ml, 
于 是 WV”?(R") CEB， 且 对 任何 紧 致 集 下 及 任何 a<1i, 存在 
一 常数 CC(K, oo), 使 
(3.16) [wu(w) 一 MU [OEK, oulwee lo—y)’, 

0 YEEK. 

证 “与 定理 3.8 同样 进行 , 但 这 一 次 Du€ Ltw 对 一 切 有 
限 的 7 成立. 

定理 3.5 设 


(3 .17) m+ 让 整数 之 1, 0<a<1， 


于 是 
(3 .18) Wm?(R") CE 日 幅 入 连续 . 
于 此 8* 表 示 在 RB" 中 次 连续 可 微 函数 的 空间 ,装配 以 函数 
及 其 阶 数 < 的 各 阶 导 数 在 一 切 紧 致 集 上 均匀 收敛 的 拓扑 . 

证 设 wEWm?(R*). 将 定理 3.8 及 3.4 应 用 于 导数 
Diwv, 而 17| 一 到 : 

注 3.1 当 p=2 时 , 利用 Fourier 变换 能 给 出 定理 3.5 
的 一 个 很 简单 的 直接 证 明 ， 设 JE (CB"”)， 用 让 表示 它 的 
Fourier 变换 , 而 z 的 对 偶 变 数 是 56, 于 是 , 若 wEWm2(R") 一 
Hm(R"), 其 变换 匀 可 验证 满足 (等 价 性 条 件 ) 

+1é|) "EL BR"). 
于 是 ， 
EQ-EI H+ EE) "H+ "hE LD (R"), 

若 名 (+ 1 EL2(R"), 因此 车 | 站 <m 一 n/2 成 立 , 因此 
(注意 到 (Diw)^ (2m 经 ) 堆 )， 导 致 对 | 站 <m 一 mn/2，Diu 是 连 
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续 的 且 在 无 穷 远 为 零 (作为 一 个 可 和 函数 的 Fourier 变换 )， 
由 此 得 到 结果 ， 


4， 下 nz(O) 的 性 质 , 延 拓 (第 一 方法 ) 


现在 来 看 能 否 推广 N52 及 3 的 性 质 到 空间 W™?(8)， 
QF". 

引入 z 
定义 4.1 相对 于 人 及 Pp 的 m 延 拓 算 子 是 一 WW"?(0) 
一 下 ”20 的 线性 连续 算 子 了 (车 它 存在 ), 使 

Puy=v 在 2 上 对 一 切 YE 玫 有 ?442) 几乎 处 处 成 立 ， 

定义 4.2 开 集 心 称 为 很 正规 , 若 其 边界 上 是 wm 一 工 维 的 
无 穷 可 微 的 流 形 , 8 在 了 的 一 侧 . 

用 多 (0) 表 示 在 2 中 无 穷 可 微 且 在 2 中 有 紧 致 文集 的 
函数 空间 . 

我 们 来 证 明 

命题 4.1 设 D 是 很 正规 的 ， 于 是 多 (82) 在 开 “9) 中 

证 1) 如 同 在 第 一 章 命题 4.2 的 证 明 中 那样 , 证 明 若 
uEW™?(0), 则 Hau->% 在 Vm"?(Q) 中 成 立 , 因此 ， 能 假设 
在 Q 上 是 紧 致 支 集 . z 

2) 设 {Qi, gt} ,5% 一 1，，…, zy,… 是 定义 荆 的 局 部 覆盖 . 
因此 ，Q& 是 B" 的 一 个 开 集 ; 用 Q@ 表示 在 B; 中 的 开 集 

人 4 一，…，% 一 工 ; 
i1<y,<1, 
gi 是 一 个 由 到 Q 上 的 无 穷 可 微 的 映射 ,人 使 27 存在 且 设 从 
Q@ 到 @& 为 无 穷 可 微 , 且 pi 映照 仿 间 8 到 8@+=8N {yn>0} 上， 
一 2 一 


映照 & 几 人 到 2=Q@ 几 {yn 二 0} 上 ， 自然 假设 在 这 些 {@, 9 
之 间 满 足 相 容 性 条 件 ， 
设 9 是 从 属于 {8 的 一 个 工 的 分 解 , 且 0.€ 20). 
于 是 可 瑟 


(4.1) w 一 十 立 bou 
于 此 w 在 工 的 邻 域 中 二 0, 且 于 此 当 久 在 2 中 是 紧 致 支 集 时 
gw 的 作 和 是 有 限 的 . 


由 正规 性 立刻 看 出 w 是 乡 42) 中 的 数 在 W™?(0) 中 
的 极限 (wo EWW8"?(Q)), 且 因此 只 和 需 考 虑 一 个 函数 Ov， 

为 书写 简单 起 见 删 去 指标 “ii 

用 下 式 定 义 u% 

(4.2) vy) = (Ou) (pg(Y)), YEQ+. 
那 就 有 一 个 函数 ,有 下 面 的 性 质 . 
人 

0=0 在 69: 一 二 的 邻 域 中 成 立 
(0Q+ =Q: 的 边界 ) . 

只 须 证 明 在 此 条 件 下 v" 是 今 (4) 中 的 一 个 函数 序列 在 
VW?(Q@7) 中 的 极限 ， 这 些 函 数 序列 中 的 函数 在 681 一 2 的 邻 
域 二 0. : 

3) 置 : 

(4.4) Wa (Y) —v(Y, Yat+a), a>0, 
于 此 


(4.8) 


Y= (Yi1, ,Yn-1). 
(4.4) 对 于 y>> 一 a 有 意义 ; 用 v4 表示 wo 在 Q; 上 的 限 
制 ， 下 面 , 我 们 将 验证 z 
引 理 .1 当 a->0 时 ，2o 一 在 克 ”?(Q;) 中 成 立 . 
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暂时 承认 此 引 理 .可 见 除 2) 中 所 作 的 假设 外 , 可 以 假设 2 
是 一 个 函数 wEW™?(Qo) 在 Ql: 上 的 限制 ， 于 此 QQ-_。= 
2x] 一 a, 1[， 而 包 在 608_s 一 和 26 
的 邻 域 中 二 0( 参 见 图 \， 

但 设 册 是 y 的 一 个 函数 , 无 
穷 可 微 ， 当 br 关 0 时 二 1， 而 当 yn 
< 一 a/2 时 一 0。 于 是 vb 还 是 业 w 
在 Q@: 上 的 限制 , 而 现在 在 2Q-。 
的 邻 域 中 Ww 三 0， 因 此 Ww = 
lim @, 在 Ww™?(Q-。) 中 成 立 ， 而 


BE 9(Q.o), 是 在 89_。 的 一 个 (固定 的 ) 邻 域 中 一 0， 
车 9y 一 Dy 在 Q: 上 的 限制 ,有 
vlim 9y 在 Wm?(@;) 中 成 立 ， 


且 gy; 有 所 要 求 的 性 质 . 

因此 留 下 来 仅仅 是 作 引 理 4.1 的 验证 ， 

证 有 Dws(ly) = (Dw) (Y', Yn a), 1 <m, BH Dv= 
De 在 Q; 的 限制 . 

因此 只 需 证 明 ， 对 fEIP(Q4), 设 go 由 

JW Ynta), ~a<yn<1—a, 
ge] -1 0 ,1-o<yw<1i 

所 (p. p.) 定 义 ， 且 fo=go 在 RQ: 上 的 限制 ,于 是 在 I?(Q,) 中 
fo>f, 这 从 平移 在 L?(R") 中 是 连续 的 事实 得 到 . 

命题 4.1 证 毕 . 

现在 能 证 明 

定理 和 .1 设 8 是 很 正规 的 (定义 4.2). 于 是 , 对 任何 
m， 和 存在 一 个 & 延 拓 算 子 了 (相对 于 8 及 p), 对 于 0<h<m 
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证 1) 证 明 存 在 一 线性 算 子 P, 使 对 于 一 切 vE (人 ， 


有 

(4.5) [Pul woscpn EO Nu hi?) OEFem, 
及 

(4.6) Pu 一 w 在 QQ 上 成 立 ， 


此 结果 于 是 由 连续 性 由 延 拓 而 随 之 得 到 (由 于 命题 4.1). 
用 工 的 分 解 (如 同 命题 4.1 的 证 明 ), 引 回 到 是 在 (0) 
中 , 且 支 集 在 :no2 的 情况 (命题 4.1 的 证 明 中 的 记号 ). 
于 是 采取 局 部 化 ， 全 部 重新 着 手 为 设 2€E9(Q,), 在 
2Q+ 一 2 的 邻 域 中 三 0; 构造 一 线性 算 子 三 使 
iPol wasn Oo) ws), 0 和 8 和 mm， 
人 (po 上 成 立 . 
也 能 很 好 地 假设 2 给 定 在 多 (G) 中 ,于 此 
G={yl%0} (在 G 一 Q+ 中 用 0 来 延 拓 2)， 
于 是 必须 证 明 (4.7), 而 用 GG 来 代替 Q4. : 
2) 定义 Pv 如 下 ， 


v(y) ” 当 yn>0 时 ， 
(4.8) Pv(y)=4 mn | 
说 Oy 《2 ， — Yn) 当 yn<0 时 ， 


于 此 0) 是 由 下 式 定义 的 常数 
(4.9) > (NO0;=1, 对 b=0, 1, 1, m—2, m—1 


(这 很 好 地 定义 了 0)), 于 是 PvEW”™R"), 日 有 不 等 式 (4.7) 
(用 G 代替 @;)， 由 此 得 到 定理 ， 
注 4.1 自然 地 , 定理 4.1 的 结果 对 m 固定 , 假设 荆 是 
m 次 连续 可 微 , 9 在 荆 的 一 侧 的 情形 是 适用 的 (同样 证 明 ). 
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结论 。 当 是 很 正规 时 ，, 对 W"?(0) 的 元 素 的 性 质 的 研 
究 归结 为 对 更 "? (BR") 的 元 素 的 性 质 的 研究 ; 特别 , 能 应 用 
N°2 及 3 的 结果 ， 


5. 延 拓 (第 二 方法 ) 


乌 ,1 ” Sobolev 恒等式 
用 SS。 表示 B" 中 的 球 |o| =4 = (ca …，am，(al 
十 … 十 02)W3=|o|，dow (c) 表示 在 S,-: 上 的 曲面 的 测度 ; 
C (go, a) 表示 用 y=to, 0<ti<oo, |o—00|<a, 0, 00€ Sn-1 
描写 的 圆锥 . 
设 XE 儿 (0), 8 是 一 一 暂时 一 一 很 正规 的 (参见 N 4) 
假设 : 
v 在 中 中 紧 致 支 集 , 且 支 集 “ 足 够 小 使 得 存在 
一 个 圆锥 CO(co,， oa) ,使 对 在 % 的 支 集 的 一 个 邻 


(5.1) 域 Q 中 的 一 切 %, V+ OO (go, 0a) 不 截 割 & 几 并, 
(参见 图 ). 
,20 
| | | | 0 
hi 
PN 
< 
| 


我 们 约定 在 集合 
1 [ \{%+O (oo, o)}—02 
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中 用 0 来 延 拓 w 致使 按 此 约定 有 


(5 .2) | t™-1 人 ww+tto)at= (—1)"(m—1) !v(w), 


vwEQ, |o—ool <a. 
于 是 设 oc->f(o) 是 在 Si 上 的 无 穷 可 微 画 数 ， 而 支 集 在 
由 |c 一 co|j <a 所 定义 的 集合 中 ,满足 
6.3 | fd = -DD"(m-)! 
用 7 2), 在 Sn-1 上 积分 (或 在 |o 一 oo| <a 
上 积分 ), 且 将 0 u(w 十 to) 用 其 值 来 替代 , 得 到 
(5B.4) wu(w) 
- 2 im- CA Diu(w tto) of (odo (0). 
置 io=y; |y| 一 t o=y/ y|, dy==tr1dtdw(a); 于 是 
“ (%) p28 vs (%) 
于 此 
Vj (vw) -| ,DY 
Co er 


(Me 


eg 
(6.6) 本 
我 们 得 到 Sobolev 表达 公式 
| 2 (2) -2 Vy(w), 


(5.6) 
wo) =| Duet gy) dy. 
注 衣 ,公式 对 一 切 满足 (5.1) 的 活用 ,， 
注 5.1 自然 地 , 当 0 是 很 正规 时 , 对 “足够 小 "的 开 集 Q 
而 言 ， 锥 0 (ooo) 的 存在 性 是 立刻 得 到 的 。 诚然 ， 表 达 式 
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(5.6) 的 类 型 可 推广 到 下 述 开 集 9 的 情况 , 对 于 2 存在 用 开 
集 @ 作成 的 工 的 一 个 有 限 局 部 覆盖 , 而 对 @, 锥 C(cow 四 存 
在 (自然 , 锥 O(co, 四 可 以 依 顿 于 Q@!)， 这 是 有 “ 锥 性 质 ” 的 开 
集 (在 通行 的 术语 下 )， 


导 . 志 ”到 延 拓 的 映射 

以 一 般 的 方式 , 若 9EZP(2), 用 9g 表示 g 在 BR" 上 的 延 
拓 , 在 @ 之 外 为 0 g EL(R")， 

我 们 来 证 明 

定理 5.1 设 w 有 性 质 (5.1), 联系 于 它 一 定义 在 R" 中 
的 函数 Pu，Pu 一 BQ 于 此 


GT) Quw) = DE |, DD)"(wty) gy ay, 


且 于 此 BEB(BR"), 在 % 的 支 集 的 一 邻 域 中 =1. 
函数 Pu 满足 ， 

(5.8) Pu=w 在 人 上 成 立 ， 

(5 .9) Pul wmscpn SO wrc0,, 


而 C= 与 w 无 关 的 常数 . 


在 证 明 此 定理 之 前 先 做 两 个 注 ; 

注 5.2 这 个 定理 重新 给 出 (参见 定理 4.1 的 证 明 ) 事 实 : 
若 9 是 很 正规 的 ， 它 有 m 延 拓 的 性 质 (对 Ze)， 这 同样 更 加 
多 地 证 明了 ， 有 外 性 质 (参见 注 5.1) 的 开 集 2 有 m 延 拭 的 
性 质 . 

注 5.8 与 定理 4.1 的 证 明 的 2) 中 所 给 出 的 方法 不 同 ， 
现在 的 方法 是 联系 于 m 且 对 <m 没有 价值 , 这 是 和 前 面 的 
注 了 矛盾 的 , 即 与 考虑 到 N°4 的 方法 的 一 个 议论 相反 的 。- 
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证 性 质 (5.8) 从 公式 (5.6) 得 到 ， 
置 


wo -| , (DI ~ w+y) gly) dy 


车 此 处 用 下 式 来 定义 by 
kj(w) = gy(—%), 


于 是 
(5.10) w= bm Dw) ™, 
我 们 要 验证 ， 若 | 站 =”m, 则 
(5 .11) 人 Dr EI?(R") 且 
[Diawvsl| rrcps < 0 Divl cop,. 


暂时 承认 这 一 点 ， 由 此 容易 得 到 (也 能 得 到 更 精细 的 结 
果 , 参见 下 面 的 N°)w 是 局 部 地 在 W"?(R") 中 , 因此 Bwj€ 
Wm?(R") 且 可 得 z 
[wl wm <C DE | Drulreco, 


由 此 得 到 (5.9), 因为 Pu 怠 gw 


因此 剩 下 来 要 证 明 (5.11). 这 是 Caldéron-Zygmund 奇 
异 积 分 定理 的 一 个 应 用 .事实 上 ,用 D'%j(w) 表 示 函 数 b(%) 
的 通常 导数 , % ER" 一 {0}， 由 于 名 的 表示 式 (%by(w) =gy( 一 w) 
及 G5. 可), 对 | 中 一 m，Dihy 是 一 个 一 n 阶 的 确定 的 齐 次 函数 ， 
而 对 于 应 用 Cald6ron-Zygmund 定理 的 决定 性 之 点 是 验证 


(5.12) | ,Dihs(o) dw lo) =0, | 一 ms。 


事实 上 
8p 
了 -5 [六 一 7 1, 

以 致 


| Dik; (%) dw = | Dk Roo)oadow (Roo) 
leisml «ho Sn-3 | 


只 -| D'k(o) oedw (oo), 
但 因为 D'hy 是 齐 一 n 十 1 次 的 ， 
Dhki(Roo)dw (Roo) =D'hy(o) dw (0), 
由 此 
| Dh do-0. 


但 此 积分 也 等 于 C| ，，D%j (c) dw (xm)，Cx0， 由 此 得 到 
(5.12) 式 . 
于 是 设 (Dh;),, e>0 是 用 
jp) wy {Dble) 车 lo|>8， 
Di ={ 0 i 
所 定义 的 函数 , 于 是 可 证 明 (Caldéron-Zygmunq), 当 s->0 时 
CD) ,>K; 在 广义 函数 意义 下 成 立 ， 且 用 KK; 所作 的 卷 积 算 
子 在 大 中 有 界 , 由 此 得 到 个.11) 式 ， 
定理 5.1 证 毕 . 


6. 一 些 注 记 
G6.1 首先 我 们 来 给 出 与 N°8 同一 类 型 的 一 些 性 质 ， 但 都 是 
局 部 的 性 质 . 
定理 6.1 设 人 是 Pr 中 的 一 广义 函数 ,使 
(6.1) -EDR"), bl, 和 


于 是 着 mw>2, 了 几乎 处 处 等 于 一 个 函数 , 仍 记 为 T, 使 。” 


nTea 1 1 — 
(6.9) ER ) ， 9 有 n° 

(与 N°3 的 结果 不 同 ,对 下 未 作 任何 假设 ; 任何 整体 的 结 
论 不 可 能 ， 取 了 = 一 11) 

证 ”利用 Laplace 算 子 A 的 一 个 基本 解 : 


(6.8) 人 (地 5)08, C- 常 数 , 5 一 在 原点 质量 为 1. 


人 中 


(车 % 二 2,， 用 对 数 势 来 作 标准 的 修改 . ) 
到 


(6.4) A(-Ls)=08+é, €€D(R"), 


II 一 和 
生 在 (6.4) 中 所 涉及 的 一 切 广义 函数 是 紧 致 支 集 , 可 取 与 的 
卷 积 , 得 到 : 
(6.5) OT+éT-A (es) :TD (ss «2 


因为 吉 一 (5) E(BR"), 由 此 可 导 得 


a (Fr) " Bor ED (RY). 


Or; "2 
且 因 此 (ExT 是 无 穷 可 微 的 !) 由 (6. 钙 就 证 得 TE Lf. 
因此 , Q 例如 说 是 一 个 球 , PEZP(O) 且 元- E19); 因 


为 2 有 1- 延 拓 的 性 质 (参见 N*4 及 于， 可 导 得 (根据 N°8) 
TEIx(0), 志方 一 序 , 这 就 证 明了 (6.2)， 
注 6.1 在 广义 函数 人 其 一 切 m 阶 导数 在 2 中 的 情 
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6. 之 ” 现 证 明 第 一 章 的 定理 6.2. 

用 Wh 表示 Rr" 中 的 函数 以 的 空间 ,使 WEW”?(0) 对 R* 
中 的 一 切 有 界 开 集成 立 . 

假设 人 是 [mi 2] 极 , 且 必 须 证 明 当 
(6.6) << 豆 + se 
时 , 它 是 [1; 四 极 ， 

因此 设 T 了 TEW'? 应 该 证 明了 T=0.。， 总 可 以 回复 到 人 TT 是 
紧 致 支 集 的 情况 ， 因 为 节 是 [mp] 极 , 只 须 证 明 TEWY3"?, 
且 为 此 只 须 证 明了 E 丈 和 CR， 因此 
(6.7) [<T, ww | <Olv) wn, VE DR"). 

但 是 


T, w=/T, Bu), 

于 此 BE 多 (R"), 在 7 了 的 支 集 的 邻 域 中 二 1, 因此 
[KT, Ww|<ONGwvlwn (因为 TEW-17), 

因此 者 能 证 明 


(6.8) Wm?(R")CWist, 具 连 续 嵌 入 ， 

则 就 能 成 立 (6.7) 式 . 但 是 , 由 N°3 的 结果 , 总 有 
W™? (BR") CWis, 

于 此 . 

(6.9) Tl m—l 


PD nn 


gd 
(或 若 三 一下 二 <0，g 是 任意 有 限 数 ) 


因此 ， 六 由 (6.9) 给 出 的 9 满 忆 g>2'， 就 有 (6.8)， 而 此 条 件 
等 价 于 (6.6)， 因 此 就 证 明了 定理 ， 
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7. 紧 致 性 的 结果 


现在 来 证 明 
定理 7.1 设 2 是 一 个 很 正规 的 有 界 开 集 ，WW*?(0) 在 
PP09) 中 的 嵌入 是 紧 致 的 , 
证 EY) 于 是 %E0(0), 而 当 
1 


n>p 时 , 工 本 -二 -元 当 n<<p 时 , 9 为 任意 有 限 数 . 


现在 要 证 明 比 前 述 的 少许 多 一 些 ， 即 证 明 ，W+?(Q) 在 
L&(Q) 中 的 拱 入 是 紧 致 的 ， 于 此 车 mw>2p，%=Q& 一 s，s>>0 任 
意 , 子 -也 一 元 而 当 m<p 时 ，9% 为 任意 有 限 数 

2) 设 避 是 下”(9) 中 的 单位 球 ,为 了 指出 它 在 19(93) 中 
是 紧 致 的 , 必须 证 明 ， | 

(i) 对 一 切 si>0， 存在 一 个 紧 至 集 太 CQ 使 

| alean<ea 对 一 切 uE 卫 成立. 
(ii 对 一 切 si>0， 存 在 一 个 7 使 对 于 
| = (及 十 … 十 有 )3<m， 有 
(7 .1) jz 一 2 recnn < 81 对 一 切 wEB 成 立 ， 
于 此 
= 的 延 拓 ， 在 8 之 外 为 0， 
Taf (2) 一 一 一 且 ) ~—f (wi— hi, ，…, mb) 
3) (i) 的 验证 ， 


| | dn< (| A az) (| dv) , 
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于 此 


-9 工 + 工 - 
gp-g, +o 
因为 | dw mes(Q NCOK) 能 被 选择 得 任意 小 ,就 得 到 结果 . 


4) (ii) 的 验证 ， 

首先 选择 一 紧 致 集 KKCQ 使 
(7 .2) wiracay 世 /3 对 wwEB 成 立 ; 
根据 3), 一 个 如 此 的 KK 是 存在 的 . 

再 设 及 : 是 一 个 紧 致 集 CQ, 使 天 ;一 开 ， 并 设 mn 使 对 
zcEOR，1 和 mi 有 2 一 ECORKE， 于 是 ,对 | 由 和 7 将 有 
(7.8) Imilinory <e/3, u€EB. 

” 现 若 pES(Q), 在 到 :上 = 二 且 册 -1 一 20， 
| Th — Wl pa | Th (gu) 一 pu | scan 
十 | ra recast yl soc 
根据 (7.2)，(7 .3), 这 两 个 最 后 的 量 < 61/3， 
因此 , 剩 下 来 要 证 明 对 |%| 志 m2, 有 


(7 .4) [rw — vl reps < 81/3, v= pu, uw EB. 
但 
《7 .5) | 一 四 co 和 | | Lv | wcey 


<O|h| vl we, 
于 此 G= 包 含 8, 例如 说 |h| <1, 的 有 界 开 集 ， 
可 是 一 般 说 
ffieao< (ff ogo) (人 lee-oracy 

于 此 qi0p=1, gi (1—0)p'=g (由 此 0gi (g— 1)=g 一 gq1)，、 对 
f=Tnw 一 2 应 用 上 式 并 利用 (7 .5) ,得 到 

: zw —ol|r < Oh|®, 
由 此 取 0O1&|*<es/8 就 得 到 (7 .4)， 这 就 完成 了 定理 的 证 明 ， 
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关于 第 二 章 的 注 记 

N°1-3 包含 很 重要 的 Sobolev 不 等 式 的 证 明 , 这 儿 我 们 遵循 也 . 
Gagliardo, Propriéta di alaene classi di funzioni in pin variabili, Ricer- 
che di Mat., Vol VII (1958)，p. 102~137 的 叙述 方式 (而且 给 出 
Nobolev 不 等 式 的 某 些 补充 ). 

事实 上 , Soboley 定理 是 关联 于 (由 1/1z1* 组 合 而 成 的 ) 势 定理 的 
性 质 , 它 隐 含 着 正文 中 的 不 等 式 . Gagliardo 的 证 明 人 允许 直 接地 得 到 
对 空间 厂 ”? 的 结论 。 对 于 第 一 个 观点 的 发 展 ,特别 可 参看 Thorin， 
Zygmund, Caldéron-Zygmund 的 工作 . 

N?4 的 证 明 方 法 , 定理 4.1 的 点 3) 难 于 决定 其 来 源 ; 在 Aronszajn 
及 Smith 的 文章 中 ， 见 Bessel Potentials, Part II, 将 在 Annales Inst， 
Fourier 上 发 表 , 他 们 将 此 方法 归功 于 Lichtenstein, 但 未 能 给 出 一 精确 
的 参考 文献 . 

N?5 的 证 明 方 法 ， 点 5.2 是 由 于 A. P. Caldéron, Lebesque spaces 
of differentiable functions and distributions, Proe. of Symp. in Pure 
Maths., A. M. 8S,, Vol. IV, 1961, p. 33~49. 我 们 没有 力求 精确 化 对 
开 集 边界 所 作 的 假设 ;对 于 此 类 的 问题 一 一 对 2= 2 一 一 我 们 回 到 Aron- 
sz23ajn-Smith， 上 文 . 

用 于 N°6 的 方法 , 对 6.1, 是 由 于 工 . Seohwartz, Théorie des distri- 
butions, t. II. 导数 在 LrCQ) 中 的 广义 函数 的 空间 是 Beppo-Levi 型 空 
间 , 对 p= 二 2, 参见 J. Deny-J. DL. Lions. Les espaces du type de Beppo- 
Levi, Annales Inst. Fourier, t. V, (1955), p. 305~370. : 

定理 7.1 的 结果 是 出 于 Kondracho 伞 , 参见 已 列 出 的 Sobolev 的 
书 ， 对 于 8 的 边界 的 假设 我 们 在 那儿 也 没有 精确 化 .对 p=2, 参见 
Deny-DLions 和 的 上 文 , 对 jp 任意 , 参见 Gacliardo 的 上 文 ， 
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迹 定 理 
1. 一 个 基本 结果 


记号 将 如 下 . 对 w= (wi, “"", vn) GE BR”, 营 w' = (wi, “""y 
On 1， 致使 沙 一 《2 zn). 
定理 1.1 设 p<n. 设 pE9(R"), 有 


GD lo, ln<( Ss) Dhol 
于 此 
(1.2) 工 _1_ 1-te 11 1 

di “ 


一 i 


(自然 地 pe， 0) z=(| lp’, 0) edo )e.) 
证 回忆 第 二 章 的 (2.3) 式 , 于 是 
pO < Ee pl 

在 点 9 (w，0) 利 用 此 式 ,得 到 

J let, 0) | “av< -Dp 9 | "| Dp lav'do, 
<-C=Dz(|， ， Daplrde) "(| pr dv) 


日 np—Dp om om- ml)p_ 
但 np np 9 及 一 一 ga 


二 一 站 
| 


Dg | do. 


(fo Va)™ <( Ee)" 1Defigiplyw， 


由 此 注意 到 7 多- 一 1 一 去， 就 得 到 结果 . 

系 1.1 设 p<n 多 (R") 一 (CR"-1) 的 映射 

(1.3) gp—>9 (wv', 0) 
由 连续 性 可 延 拓 为 D1?(B")->L2(R"-!) 的 一 个 线性 连续 映 
射 m->w(lw'，0)， 而 91 由 (1.2) 给 出 ，CD™”?(B") 的 定义 见 第 
二 章 .) 

证 这 是 (1.1) 及 事实 

pli<Clol 
(第 二 章 ,定理 2.1) 的 直接 结论 ， 
定义 1.1 对 uwED+?(R"), 函数 
vt'—>u (ww', 0) 
称 为 % 在 超 平面 z, 一 0 上 的 迹 . 

系 1.2 设 p<n. 映 射 (1.3) 可 用 连续 性 延 拓 为 W+?(BR") 
一 L4(R"!) 的 一 个 线性 连续 映射 . 

证 因为 Wr?(R")CDr?(R") 而 显然 . 

系 1.8 设 p<n 且 2 很 正规 (第 二 章 定 义 4.2)， 对 
pE92(2), 用 ?op 表示 9 在 8 的 边界 厂 上 的 迹 ， 由 多 (9) 一 > 
乡 ( 丰 的 肌 射 po~>?yop 由 连续 性 可 延 拓 为 由 WW? (8) 一 LDL%( 帮 ) 
的 一 个 线性 连续 映射 mw->you. 

证 [回忆 到 一 一 第 二 章 命题 4. 1 2D) 在 W1?(@) 
中 稠密 ]， 

通过 局 部 化 可 回 到 系 1.2. 

注 1.1 在 前 面 的 叙述 中 我 们 显然 能 减弱 对 0 的 边界 所 
作 的 正规 性 假设 
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注 1.2 如 同 将 看 到 的 , 映射 u->yow 不 是 从 WW?(Q)-> 
Ze( 门 上 的 映射 . 

我 们 的 目的 现在 是 精确 地 决定 当 % 遍 历 歹 ??42) 时 ， 由 
Yo 所 遍历 的 空间 ， 


4 一 个 一 般 问 题 的 叙述 


2.1 我 们 总 是 可 回 到 半空 间 的 情况 ， 因 此 ， 例 如 说 ， 取 
wwEWY?(0), 于 此 = {vw|w,>>0}. 

我 们 来 分 离 变 量 ， 若 wEW™%?(Q), 可 视 其 为 一 个 函数 
(2.1) vn- 0, wn) ， 
于 此 v0, Wn) 一 “0 一 WO Vn)” 
(所 有 这 些 函 数 是 几乎 处 处 定义 的 )， 以 一 般 的 方式 , 车 五 是 
一 个 Banach 空间 , 用 

LD?(w, b; 五) 

表示 由 (4, 6) 一 了 的 函数 ti->f( 台 ,在 上 强 可 测 ,使 


([ O80) <0 


的 函数 (类 ) 的 空间 . 
上 面 的 量 于 是 是 了 在 Ze (a, 3; 卫 ) 中 的 模 , 
于 是 ,我 们 将 下 面 命题 的 验证 留 给 读者 作为 习题 . 
命题 2.1 下 面 的 两 个 条 件 是 等 价 的 ; 
© vEWY? 0Q), QO={w|w,>0), 
ul*, tn) EL? 0, 00; WH? (RT)), 
全 | 人 


dL(,, oo)EZ(0 o0; TeCRorD) 


dw, 
4 的 迹 于 是 是 函数 w(，zo 在 (oo) 的 原点 的 值 ， 


这 人 允许 将 迹 的 问题 放 到 一 ' 个 更 一 般 ( 且 更 方便 ) 的 场合 
中 . 


之 .之 为 简化 书写 ， 置 vw 一 
设 A4 及 8B 是 两 个 Banach 空间 , 4CB, 4 在 B 中 的 赔 
入 是 连续 的 [ 例 ，4 一 W*? (RD), B= 了?(R"D)], 
考虑 一 个 函数 以 使 
2.2) vEP( o0; 4) (wf uD ha) <ch)， 
且 
du pr0 vo. 
(2.3) WW. € Jr(0, o0; B). 


[这 意味 着 : 存在 FE 1? (0, cc; B), 使 对 一 切 数量 函数 9€ 
多 (10, oo[), 有 
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于 此 这 些 积分 在 B 中 取 值 ]. 

迹 的 问题 于 是 如 下 ; 

1) 对 满足 (2.2) 及 (2.3) 的 ww， 能 否定 义 u(0)? [w(0) 将 
是 4% 的 迹 .] 

2) 当 % 以 满足 (2.2) 及 (2.3) 而 变化 时 ， 能 否 刻 划 由 4(0) 
所 遍历 的 空间 的 特性 ? 


忆 .3 事实 上 ,引入 一 个 稍 许 更 一 般 一 些 的 问题 是 有 益 的 ( 且 
这 不 使 随 之 而 来 的 证 明 复 杂 化 )、 
设 p 及 a 是 两 个 实数 , 且 
(2.5) 1l<p<oo., 
用 矿 (p, a; 4,B) 表 示 使 
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(2 ， 6) tu 所 Lr 《0， oo; 4) 


及 
(2.7) a E Lr (0, co; B) 
的 函数 的 (类 ) 的 空间 . 


[这 意味 着 ; 存在 了 使 得 如 FE Zr (0，co; B)， 且 对 一 切 范 
数 pE 允 (0, coD, 有 (2 .和 式 ,] 

装配 以 模 

(2.8) max ( | f° | pc0, «0; 4), I 和 Lo (0, oo ,) 
我 们 把 证 明 到 (p, a; 4，B) 是 一 个 Banach 空间 留 作 练习 ， 

引 理 %.1 满足 (2.6)、(2.7) 的 一 切 函 数 % 是 \ 儿 乎 处 处 
等 于 ) 一 个 由 巡 0~> 了 的 连续 函数 . 

证 设 刀 是 如 的 对 偶 . 

对 geE ZIz(0， oo; B) 或 Lb.(0, oo; B)， 且 对 一 切 5EB'， 
定义 数量 函数 《<qg，5(->《g(t)，5'”))， 它 在 L?(0, co) 或 
Li (0, cc) 中， 

置 性 一 f， 且 对 几乎 所 有 的 1 引入 


(2.9) vl) =u(D) —| fo)do. 
于 是 《v, 8》E Lf (0, co); 在 ]0, oo [上 按 广义 函数 的 
意义 计算 其 导数 .对 pE (0, oo[), 有 
CS, 1), 一 一 《Co b>, p') 
= Cu, 9),59 + CF (0), pda gp 


于 此 
Cp AGLAOLS 
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TREE 


因此 根据 (2.4) 成立 
Cl, 0 7 0 一 人 一 人 2 一 人 六 9>, 0'>=0. 


因此 《wv, 8'》 与 无关， 因此 几乎 处 处 对 成 立 20) =2 
在 B 中 为 固定 。 由 此 ,几乎 处 处 对 t 成 立 


(2.9") ul =b+| fo) do. 
这 就 证 明了 引 理 ， 
引 理 2.2 设 忆 满足 (2.6), (2.7)， 若 设 
(2.10) 元 二 ac 
那 末 当 三 0 时 ,，vx 志 在 妃 中 收敛 . 
由 定义 将 取 
(2.11) wv (0) =limw(t), t—>0; 
uw(0) 是 % 的 迹 . 


证 由 (2.9) 推 得 
xu 的 -一 | f (0) do =| GE) do 


由 此 得 到 


|u 0) —u (8) a<(| / a du 


Sho) (foe) 


由 (2.10), 积分 | 0-”do<oo, 由 上 式 就 得 到 结果 . 


定义 2.1 假设 (2.10) 成 立 用 了 (p，a; 4，B) 表示 
当 % 遍 历 歼 (p, a; 4, B) 时 由 (0) 所 遍历 的 空间 

这 是 V(p, 4，D) 的 迹 空间 ， 

装备 以 模 


OU 


一 人 一- 


(2.12) alr ~inf lull, 


u(0)=a 
这 是 一 个 Banaoh 空间 (练习 )， 
在 随后 的 几 节 中 , 对 空间 4, B 的 某 些 对 , 我 们 要 刻 划 空 
间 工 (2,， a; 4，B) 的 特征 . : 


2.4 

引 理 2.8 琵 (2, a; 4, B) 中 的 由 1>0->4 的 无 穷 可 微 
的 函数 的 空间 光 是 在 V(w, a; 4, B) 中 稠密 的 . 

证 设 wwEW (w, a; 4,，B) 一 W， 置 1=6',， Ww(67) = 
w(t). 

于 是 (容易 证 实 ), 若 置 
(2 .13) +a~b, 


可 见 wEW 等 价 于 
(2.14) euETL?(—o0, +oo; 4) = L?(4), 
(2.15) eo-0r ETp(B) 
现 设 pn 是 一 个 正规 序列 , 且 设 
Un 一 Pn*d, 
有 
eww>e9"w 在 L?(4) 中 成 立 ， 


er ye- 94 在 Ix(B) 中 成 立 ， 


因此 , 由 你 的 一 tr 人 (log 用 定义 的 如 在 本 四 收 化 二 w, 且 . vi 由 
t>0-—>4 是 无 穷 可 微 的 . 
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3. 对 半 群 的 某 些 回顾 


3.1 议 卫 是 一 个 Banaoh 空间 . 
称 满足 下 述 条 件 的 一 族 算 子 GG),，t>0 为 五 中 的 半 群 : 
(i) G (£2) ELE; E), 
(i) G(0) = 工 恒 等 元 )， 
(过 ) GDGG) 一 GCT 对 一 切 t，8 之 0 成 立 ， 
(iv) 对 一 切 eE 五 函数 >G (te 由 1 宇 0 是 连续 


右 能 取 及 任意 的 符号 , 那 末 就 有 一 个 群 . 


练习 1 对 fEZL?(R), 用 
G(t)f (8) 一 Fw 十 办 
定义 GD 证 明 G() 对 1<p<o0 是 一 个 群 ， 


练习 2 存在 开 及 中 使 
(3 1G 人 1 和 Meet t>0. 


3. 马 。 对 eE€,， 函数 i 二 >G(t)e 一 般 不 是 可 导 的 ， 用 D(A) 表 
不 可 导 的 同 量 的 集合 ， 即 使 i>9(t)e 对 t>0 为 可 导 的 eE€B 
的 集合 .注意 到 《ii), 有 


D(4) -人 elee 可 Se-e 30 时 在 加 中 收 生 } 


练习 8 了 Gd) 在 马 中 稠密 ， 
[实际 上 ,对 9gE2ok0, ce) = 在 i>0 中 无 穷 可 微 、 在 原点 
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其 一 切 导 数 为 0、 紧 致 支 集 的 函数 ， 及 EE8, G(g) = 
| .GDe.eGoas 证 明 


(a) GO 的 集合 在 羡 中 笛 窗 ; 
(b) SG42) Ed)]. 


(3.2) lim ee ho. 
练习 和 4 对 练习 1 的 情况 ,证 明 
/1,9 -人 


定义 3.2 4 是 半 群 8() 的 无 穷 小 生成 元 . 


3.3 4 的 性 质 

下 面 的 一 些 结果 是 基本 的 . 

定理 8.1 算 子 4 有 下 述 性 质 ， 
(3.3) 4 在 称 密 的 定义 域 D(A4) 上 是 闭 的 . 
(3.4) 一 4 二 p 对 6。w(p=E 十 ém) 是 可 道 的 ; 


0 MM 
(8.5) 1(-A+D"|<E 


注意 :常数 到 及 四 是 在 (3. 蕊 中 所 涉及 到 的 币 数 ， 

定理 3.2《〈 赣 定理 ) 若 4 是 一 个 满足 (3.8)，(3.4)， 
(3.5) 的 算 子 , 则 它 是 一 个 满足 (3.1) 的 唯一 的 半 群 90) 的 无 
穷 小 生成 元 . 

若 4 是 一 群 的 无 穷 小 生成 元 ， 那 末 4 及 一 4 是 一 半 群 


nn 三 二， 2, ”5 é>o. 


的 无 穷 小 生成 元 (必要 充分 条 件 )， 
注意 : 条件 
(3.6) |(—At+p) 二 < > 


显然 隐 含 着 (3.5). 条件 (3. 四 是 在 名 用 中 最 有 用 的 条 件 


3.4 半 群 及 Cauchy 问题 
定理 8.8 设 a 在 D(CM4) 中 给 定 , 而 f 从 t 汪 0-> 加 连续 


地 给 定 . 存在 一 个 炒 数 ->wu( 四 且 仅 存在 一 个 函数 满足 下 面 的 


性 质 . | 

(8.7) {0 从 >0 一 D(A) 是 连续 的 ， 
t—>w(t) 从 >0 一 如 是 一 次 连续 可 微 ; 

(3 .8) 一 Lv (办 十 内 (一 六 人 的， 人 及 一 Ce  ， 

(3 .9) wu(0) 一 0. 

其 解 由 


(3.10) u(t) -Gat) GC- ao : 
所 明显 地 给 出 . 
问题 (3.7)，(3.8)，(3.9) 是 一 个 联系 于 算 子 4+ 


的 Cauchy 问题 . 
注意 : D(C) 被 装配 以 图 象 的 模 . 
(3 .11) lelpes = lel + | Ael 
(于 此 | = 吾 中 的 模 )， 它 实际 上 是 一 个 Banach 空间 (因为 
4 是 闭 的 ). 


4. 一 个 不 等 式 
现在 来 证 明 
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定理 和 .1 若 了 使 
[191f Pa<co. 


设 
1 

(4.1) tai, 

于 是 , 若 置 

(4.3) gD) =3| f(a, 

就 有 


3) (J lg0) sd FO a), 


网 
证 和 置 i=e"', f(e')=f(v)， 于 是 
g (7) = or 7 (ec )ecdc 。 


因此 大 由 
四 -f .车 7 过 0， 
er 和 若 7 之 0， 
来 引入 天, 那 末 
(4.4) 9— 7. 


条 件 “tf E I?(0，o0) 等 价 于 "er 了 EL 一 00, 十 00) = 
To” 而 +a~b, 且 所 要 证 明 的 不 等 式 是 


(4.) err9l< Tyler F hr. 


但 根据 (4 .公式 ， 
eG = (er XK) (oe), 


致使 成 立 
(4.6) erg lz< le llerF lz 


由 此 因为 


1 
7T —. 
pd Pee 


就 得 到 (4.5)， 
注 4.1 因为 er" 和 (>0， 了 -5 是 在 (4.6) 中 因而 是 
在 (4.3) 中 的 最 佳 的 常数 . 


5.， 迹 定理 (1 阶 ) 
5S.1 设 一 是 一 个 Banach 空间 ,G0() 是 一 个 有 界 半 群 . 
(5.1) 1G <M, t=>0. 


设 4 是 GD 的 无 穷 小 生成 元 ， 在 本 节 中 我 们 来 刻 划 空 
间 了 2(p, a; D(A4), 召 ) (N"2 的 记号 ) 的 特征 . 


定理 5.1 设 0< 坟 +a<l. 在 假设 (5. 成立 时， 空间 
T(p, a; D(A), 如 ) 与 4E 加 使 
(5.2) | to]G (aalrdt<o0 
的 空间 重合 . 
模 上 oj rcy,a;pcw, 与 
(5.3) lal+t(f ema eapat) "= Hal 
是 等 价 的 . : 


5S. 定理 5.1 的 证 明 ( 第 一 部 分 )， 

设 w4EW (p, a; D(A), 书 ). 必须 证 明 w (0) =a ( 它 有 意 
义 ,参见 引 理 2.2) 满 足 (5.2). 

首先 假设 w€EW( 引 理 2.3 的 记号 ) ， 置 ; 


一 好 一 


二 .人 -dv 二 wz 一 大 
由 定理 3.3， 对 ts>>0 可 得 
ul Gt—e)u(e) +| Gt—F (0 do, 
由 此 得 到 
(5B.5) GQ(t—e)wu(e) —u(e) 


中 


-| | GL 一 of(oydc， 


但 当 s-0 时 ，| wo)ao-| wo)do, 


| GG-o fad») cd-o)fo)ac， 
u(s)->w(0) (由 定义 ! )， 
因此 (5.5) 给 出 
(5.6) G (tu(0) —u(0) 
-| wa -| Gl- (0) do, vy EW 
现 设 EW, w=lim w,，w, EW ,上 且 (5.6) 对 于 每 个 4% 为 
有 效 的 , 可 以 在 (5.6) 中 过 渡 到 极限 . 因此 最 后 得 到 
若 wEW; w(0) = 有 关系 式 : 
£1(G (Pg—0) = 3| w' (og) do — + G(t—o)f(o)do, 
—Autw'=f. : 
由 此 得 到 (利用 (65.1)) 
Go-o <3) le hart¥h lr) leo, 


由 此 , 利用 定理 4.1 就 得 到 
一 54 一 


| 


~ 一 一 一 一 一 一 


(8.8) (eolea a-apas)” 
(mora)” 
十 Ta (| | — Aw to | edt) “， 
这 就 证 明了 (5.2), 且 也 证 明了 


(5 .9) jo il <O| ol TP, a; D(A), B), 


S.3 定理 5.1 的 证 明 ( 第 二 部 分 ). 
现 设 4 满足 吓 4 咱 二 ec， 必须 证 明 
a€ET (yp, oa; D(AM), HB)., 
为 此 ,引入 


(5.10) vl) -3| G0)ado 


及 
v(t) =g (0) 20); 
5.11 \ 
下 (2 函数 , 9(0) =1, t>1 时 g 二 0， 
若 设 a€ D(A)， 那 末 
(5.12) Av(t)— 了 | AG (og)ado 


工作 GCC 一 CC 
-于 | Wd 
且 过 渡 到 极限 ， 此 关系 式 对 一 切 好 0 及 一 切 waE 如 有 效 ， 因 
此 
u(t) =g (0)t1G (ta —a), 
且 因 此 , 由 于 (656.2) 式 有 
(5.13) - tf*Au EL? (0, 00; EF), 


此 外 因为 


i 


lv < Mlal, 
可 以 看 到 若 #9 ETZz(0，cc), 即 若 一 ap<<1， 因 此 车 


1 a>0, 
p 
就 有 
tr*u € L? (0, oo; 五 ) 。 
其 次 
w= gD 二 gv" 
显然 ffg'v EL?(0，co; 加 ) (a 任意), 且 若 能 证 明 
(5.14) lzo'E L? (0, 00; 万 )， 
就 将 有 
t*w' CE L? (0, oo0; E), 
但 是 
y ‘(WD)=FG Ca 一 二 | G (oado 
= (G(t)a— a) -三 | (G (go)a— a do, 
由 假设 


*(F (Gla — 0))€L(0, o0; E), 
生 利 用 定理 4.1( 用 a 一 1 来 代 焰 中 有 
(去 | (G (0)g—a) do) EL?0, oo; B). 


由 此 得 到 (5.14) 且 因而 EW， 因为 0) =a， 可 看 到 4E€ 
T(», a; D(A), E)., 加 之 jwjw<<C gjj, 由 此 得 到 
[olro,a;p0w, mC aol. 


这 连同 6.9) 达到 了 定理 的 证 明 ( 自 然 ， 由 闭 图 象 定理 也 能 得 
到 模 的 等 价 性 的 结论 ). | 
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注 5.1 +a>0 的 假设 仅仅 对 于 证 明 tmuE I?(0，oo; 
万 ) 才 被 涉及 . 


5.4 生 ”定理 5.1 的 抑 广 . 

从 应 用 的 观点 稍 许 拓 广 一 下 定理 5.1 是 必要 的 , 设 44…， 
4, 是 半 群 Ga 区 ,， …，G 的 无 穷 小 生成 元 的 一 个 族 ， 而 这 
些 半 群 满足 条 件 : 


(5.15) [GD | <M;, 了 一 二 *…, », 

(5.16) Gi(S) G3(t) =G;(t) G(s) 对 一 切 和 7320. 
置 / : 

(5.17) D(A) = 11 D(A), 

它 对 模 

(5 .18) lelpca = lel + 

而 言 是 一 个 Banach 空间 (证 明 作 为 练习 ). 
于 是 有 下 述 结果 : 


定理 5.2 设 0< 二 +a<1l, 那 来 公 (p, mw D(4)， 画 与 

4E 厂 使 
NO =— (S| st]G, (Da al 

的 空间 重合 . 

模 alr 及 lal 十 六 (@) 是 等 价 的 . 

证 与 证 明定 理 5.1 一 样 ， 仅 仅 20) 的 选择 (参见 
(5.10)) 稍 许 不 同 , 这 儿 取 
(5 .20) vt) = Hi(t).…H,(t)o, 


局 =F| Gio) do 
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6. 例 (D 


采用 N° 5.4 的 记号 ,我 们 取 
E=L?(R"), 1<p<o0, 
A,=0/0%, j=1,*…, n, 
Gy(t) 由 
CACNACOESD CHE on) 
= f(*, Vy 二, “) 
定义 ， 于 是 由 (5.17) 所 给 出 的 DC) 是 WH?(R"”)， 且 定理 
5.2 给 出 : 
定理 6.1 下 述 两 个 条 件 是 等 价 的 ; 
四 fET(p, a; WH? (BR"), L?(R")), 
f EDL RBR), 
GD | ve (FCs mtb) fC0) ?do)dt<o0, 
了 一， mi， 
由 定义 置 
(6.1) Tlp, oa; WH? RBR"), BR")) =W ?BR"), 


1 
6.2 一 十 = 0, 
(6 .2) pt / 


将 能 取 
(6.3) TI 一 (zl 
+ 总 [rf fC, wy, .) —f(%) [adj 


作为 模 . 
特殊 情况 ”对 a=0, 上 述 绪 果 给 出 ， 


5— 


若 wEW1?(Rs Xx (0，cc))，, 那 未 迹 w(o，0) EWi-VW9,?(B"), 映 
射 u>w(w, 0) 是 连续 的 且 在 上 的 . 
注 6.1 应 用 定理 1.1( 用 n+1 代替 mn), 由 此 可 导 得 


工 1 工 一 /2 
一 1—1i/p,P R" CC 1 Pe" ， 一 -一 一 -一 一 一 
若 2<<m 十 二 W (RICLNRY), 万 一 人 


练习 ”考察 情况 p=2; 
1) 证 明 
uEWS” -HICR) OL+IED) ThEL (RD), 
于 此 名 =w 的 Fourier 变换 . 
2) (利用 Fourier 变换 ) 给 出 定理 6.1 的 一 个 直接 的 证 
明 ， 


7. 例 (UD 


取 怕 =R 上 的 连续 函数 ， 周 期 为 1; 车 fEB8, |f|= 
SUp |f (%) |; 将 写 : B=0"; 
| A=ad/da. 
Q(t) = 平移 群 ， 
D(4) -=fEB 且 -外 EB 的 空间 ; 写 ，D(4)=0, 


在 此 情况 应 用 定理 5.1, 而 2= ee， 得到; 

定理 7.1 下 述 两 个 条 件 是 等 价 的 . 

G) fET(o, a, OCT C0); 

(i) f EO 及 max |f (w+t) —f(2) | sc、 
满足 G) 的 了 的 空间 记 为 ip。 因此 
(7 .1) T (00, a; CO O°) = Lip，。 
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8.， 迹 定理 (2 阶 ) 


.1 仍 设 且 是 一 个 Banach 空间 , G(t) 是 召 中 的 一 个 有 界 
半 群 ,其 无 穷 小 生成 元 为 A. 
用 D(A) 表示 eED(M) 使 AeE€D(M) 的 空间 ; 装备 以 模 
lel+lAel+|ASel, 
它 是 一 Banaoh 空间 . 
用 同样 的 方式 逐渐 定义 DC*)， 


练习 ”证明 DCA) 在 吾 中 稠密 (6 为 任意 整数 )， 


用 W,(%, oj) 表示 ， 使 


(8.1) tc EL?(0, o0; DCM?)), 
(8.2) 1 € Le, oo, DCA)), 
(8.8) 1* -9 € LP (0, o0; E) 
成 立 的 函数 4% 的 (类 ) 的 空间 . 
将 假设 
(8.4) 1<2D 委 co， 0<=+a<l, 
对 扩 ,《p, a) 装 备 以 模 
a | ow 
tw sc0, ;paao) 十 | 7 | Da 
~ Ow 
i dt LPF(O, oo 局) 


它 实 际 上 是 一 个 Banach 空间 . 
可 以 利用 定理 5.1， 由 (8.1), 8.2) 得 到 
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t* Au € Lr (0, o0; D(A)), 
t* (sw)' €E Lr (0, oo; E), 
由 此 得 到 Au(0) ET(p, a; D(A), BE). 


置 
(8.5) T(p, «a; D(A), BB)=T(p, o), 
上 且 用 Ti(p, @) 表示。eED(4) 使 

MeET(Hp, a) 

的 空间 . 置 
(8.6) el rw, «= lel pea + (Ael rc, ay， 
它 使 Ti(p, 9) 成 为 一 Banach 空间 . 

以 这 些 记 号 ， 


wu(0) ET (Pp, 0) 
而 定理 5.1 还 给 出 ww(0) E 了 (p, 0). 因此 ， 
定理 8.1 映射 
(8.7) u—>{%0), w (0)} 
是 由 厂 :(p, ) 到 Ti(p, a) XT(p, ) 中 的 连续 映射 . 
在 下 一 段 将 证 明 
定理 8.2 映射 (8.7) 是 在 上 的 . 
注 8.1 对 于 使 


tu EL? 0, 00; D(A™)), ,EI (0, coi; E) 


成 立 的 4 的 空间 不 。(2,， oa) 的 类 似 的 结果 ， 我 们 留 给 读者 来 
作 细 心 的 叙述 (及 轻快 的 证 明 一 一 参见 注 记 中 的 文献 )， 
可 象 N“5 中 5.4 那 样 拓 广 到 有 限 个 数 且 的 半 群 的 情况 . 


8.2 定理 8.2 的 证 明 ， 
1) 设 fo Q} ETi(p, a) xT (2 o)， 假设 能 构造 函 
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数 Wi1, VW 属于 W, (9p, a), 使 得 


(8.8) ui(0) 二 mq， 多 (0) 任意 ， 
(8.9) w'(0) 一 4，w(0) 任意 ， 
于 是 函数 


0 “00tan( 的 ro- 人 (的 


满足 w(0) =@1, w'(0) = 且 wEWs《p, a)。 因此 ,为 了 证 明 
定理 只 需 证 明 能 构造 妈 及 4 满足 (8.8) 及 (8.9) 式 ， 

2) 仅 来 构造 ww (w 的 构造 用 类 似 的 方法 得 到 ). 

设 


0， 车 1<0， 
(8.11) Y(t) | Ey ， 车 t>0， 
(8.12) v(t = 人 + 人 xd ， 

可 写 出 
(8.,18) v=tYixG*(G -Yi)a 
+Vox(G—Y) G+ Ya), 
由 此 出 发 能 证 实 
(8.14) v (0) -车 
有 z : 
Lo (tb) = GG dc， 

接着 


Lo (2t) =tG (GG —Y) Aa 
(利用 PixGA=(G 一 了 ,))， 由 此 得 到 
14w D1 < 00) de ~ dosldo, 
由 此 (利用 事实 Aas ET(p, o) 及 定理 4.1) 得 到 
一 (3 一 


一 一 一 rr =- 一 - -一 一 re :一 一 一 


(8.15) i" € Ls?(0, oo0; E). 
接着 
Av'=t GG. da —2t-3Y ,xGxG /Aas 
=t Gx(G—Y) Aat+t2Y ,x (G—Y) Ao +i, Aas 
—21 YixG*(G—Y) Agi — 21-3Y ,x (G—Y) Aos 
—2173Y Aas, 
及 
t Yo —2t-3Y ,6 =0., 
由 此 得 到 
(8.16) tv'€ IP(0, o0, EH). 
现在 计算 -5 各， 利用 事实 Gi+ 了 ,AG， 可 写 出 
v= ,Ga t-27 a .Aay z 
= 0+t 2 xG. Mo +t-2Y 2*G#G La ， 
i . . . | -一 一 一 一 一 
Oi 0 
由 此 得 到 "= V1 十 v4. 
现在 证 明 
(8.17) tw EL?(0, o0; EH). 
(txoaE Lr(0，co; 本 的 证 明 留 作 练 习 同样 方法 )， 有， 
VI=i YG Ag 一 413J7xCG。 Mo +6t™Y oxG. Aas 
= YG—Y)Ao+t-2Y 2A01—4t 3Y or (G— —P)) da 
一 此 Ys Ao t+6t YG—Y) de 十 6 三 和 4ai, 
但 Aa 一 41-3Y Aa +6t- 人 YsAa1 一 0, 且 利 用 定理 4. 1, 
就 导 得 (8.17). 
所 求 得 的 函数 wi 将 是 
Ui(t) =2g9 (v(t), g(0) =1, g 二 次 连续 可 微 且 有 紧 致 
支 集 ， 
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怠 , 驴 一 个 注 ， 设 a.€ET(p, a) (不 是 人 (9p, 9))， 
那 末 任何 由 (8.12) 给 定 的 函数 ， 满足 
xd EL? 0, oo; BE), 
tco' EEL? (0, 0; EF). 
由 此 导 得 . 
存在 一 个 线性 上 映射 


要 


a—>Pa 
从 Tp, >Wi(p, o (=W (p, @) 及 从 Ti (7p, oa) 一 
及 * 《2 9) 连续 ,使 
(8.18) (Pa) (0) =a， 
(这 可 以 拓 广 ; 可 以 选择 呈 满 足 (8,18) 式 , 且 从 Tx(p, 0%) 
>WVrri(p, 90) 为 连续 , 0<h<m, m 任意 整数 )。 


9.， 例 (IID 


在 "6 的 条 件 中 应 用 N?8， 

用 Wi*%?(R”), 0<p<1, 表示 EW™? BO 使 Dw EE 
Ww?(R") (由 (6.) 定 义 ) 的 空间 . 

于 是 ,特别 若 wEWV%?(BRsx 已)， 有 


(9.1) vw%, 0) EW? (RY), 
C9.2) 3 (po，0) EW BY, 


映射 4>fulw, 0)， 5 (pz，0)} 是 线性 连续 且 在 上 的 ， 


注 9.1 将 定义 了 wp*(BJ，sg>0 任 意 实 数 及 对 we 
1m”?(B3x 瑟 ) 叙 述 类 似 于 上 面 的 结果 的 细节 留 给 读者 . 
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10. 插值 的 性 质 


10.1 重新 着 手 N°2, 2.3 的 一 般 情况 . 

设 4*，B, 是 第 二 对 Banash 空间 ,而 4 忆 B，. 

定理 10.1 设 本 是 由 到 B, 中 的 一 个 线性 连续 算 子 ， 
又 同样 是 由 4 到 4 中 的 线性 连续 算 子 ， 于 是 耳 是 由 T(p， 
* 4 有 到 (Pp，o% 4， 刀 ,) 中 的 一 个 线性 过 续 算 子 ， 不 管 


2,，&% 如 何 ， 只 要 满足 0 一 过 +a<l1, 1<p<oo. 


证 设 aET (po 4, B) =T 了 
在 EW(p, a; 4, B) WW, 而 ww(0) =a， 


曙 数 
v= 1u (0) 

是 在 V(p, a; 4,，B,) 一 丽 。 中 ， 因 此 2(0) ET,， 有 wv (0) = 
la. 

其 次 

[Halrn<lovly,<Olwuls, 
因此 
lHals,<O inf ll 和 =Clel>， 
wu(0)=0 

由 此 得 到 定理 . | 
10.2 应 用 

取 


A=Ax WY?(R"), 
B=B,=L?(R"), 
了 = 由 MEW4“(R") 形成 的 乘法 算 子 有 本 E.9Y(4A; A4;) 及 
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(DB, B。J、 定 理 10.1 于 是 给 出 ; 

系 10.1 对 MEY=(CRDO ，w>Mv 是 由 WW?”? (Rn 一 
Wm?(BR"), 0<p<1, 的 线性 连续 映射 . 

对 p 为 任意 实数 ，ME 儿 F(R") (例如 说 )， 有 类 似 的 结果 . 


11， Wm%? (02) 的 迹 


11.1 设 人 是 一 个 很 正规 的 开 集 (参见 第 二 章 定 义 4.2)、 对 
实数 二 0, 借助 于 局 部 化 , 并 利用 系 10.1 可 定义 WW*?(7)， 


11. 它 于 是 有 
定理 11.1 对 wE 儿 (0), 置 
Ow 
ni 
由 多 (加) > 条 (7) 的 映射 
(11.1) > TU 一 {you Te， 
由 连续 性 可 延 拓 为 由 


W™? (0) > Ww" ? (7) 
的 线性 连续 映射 , 仍 记 为 w->yu， 此 映射 是 在 上 的 ， 


JS 现在 证 明 
定理 11.2 y 的 核 ( 即 vE 了 本"?(9) 且 使 Yw=0 的 ww 的 
集合 ) 与 W8*?(Q) 重合. 
证 1 显然 ,车 uEW5?(Q), 那 末 yw=0. 
现 来 对 和 = 工 证 明 其 道 ( 为 了 稍 许 简化 一 些 ). 
2) 借助 于 局 部 化 , 可 回 到 2 是 一 个 半空 间 的 情况 . 一 一 
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于 是 所 要 证 明 的 结果 是 下 述 特殊 情况 
考虑 (参见 N°2)W(p, a; 4, B) =WW， 而 0<T +a<l, 
且 用 WV。 表示 在 人 W 中 在 0 的 邻 域 为 零 的 函数 的 集合 ， 
于 是 ,车 uE 开 V 且 w(0) ~0, 有 wE 刺 ,， 
事实 上 , 设 w% 用 下 式 定义 ， 


TI 
gw 的 -|0， 若 本 元 2n( 二 -并 ) 若 寺 < 经 责 
3 2 2 
全 一 2 也 ->= 过 
2n( 二 一 1 ), 著 字 -<t< 二; 0, 着; 2 |， 
是 
Vn = 0nd. 


于 是 在 WV 中 以 wu， 对 此 ,要 证 明 的 本 质 之 点 是 
(11.2) to 一 >0 在 了 2(0，co; B) 中 成 立 , 若 n 一 oo， 
因此 


(11.3) mu 一 | lw 人 1adt>0， 若 n>oo0， 


但 , 因为 w(0) =0，, 
w(t) = | Wy (0) do — | gw' (0) oedo, 
因此 
le ts< (J how laac)( oo- ao) 
由 此 得 到 
wom | EO dt| tt TtD gy 


<c|” Hew (DD | dt_>0, 若 和 >eo， 


因为 在 0 的 邻 域 如 =0， 这 证 明了 我 们 的 断言 ， 
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关于 第 三 章 的 注 记 


比 N°2 所 述 的 更 一 般 的 迹 空间 已 为 了 .了 工 . Lions 在 下 文中 所 引入 : 
Sur les espaces d’inter polation; dualité, Math. Scand. 9(1961), p. 167 
~177. 在 那儿 决定 了 迹 空 间 的 对 偶 , 

在 B. 卫 . Poulsen, Math. Scand. 1962, Boundary values in function 
spaces 中 将 发 现 比 引 理 2.2 更 一 般 的 许多 结果 . 

N 3 包含 了 半 群 理论 的 某 些 基本 结果 的 很 简短 的 摘要 一 一 定理 
3.2 是 由 Phillips-Miyadera-Feller 所 补充 的 Hille-Iosida 定理 ， 对 于 证 
明 , 可 回 到 Hille-Phillips 的 书 , Functional Analysis and Semi-groups, 
Amer. Math. Soc. Coll. Pub., 1957. 3.4 包含 “经 典 ” 意义 下 的 Cauchy 
问题 ， 对 于 不 同 的 表述 (在 向 量 广义 函数 的 框架 中 ) 可 回 到 丁 L. Liong, 
Equations différentielles perationnelles, Springer, Collection Jaune, 
t. 111, 1961. 

N?4 的 不 等 式 是 由 于 Hardy.Littiewood. -Polya 经 典 的 “Lnequa- 
lities” 书 的 第 IX 章 中 的 不 等 式 (9.9.8). 

N°5 给 出 作者 在 Théoré&me de trace et d’interpolation, J. Annali 
Scuola Norm. Sup. Pisa, 13(1959) p. 389~403 中 的 一 个 定理 ， 我 们 
已 稍 许 修改 了 此 文 所 给 的 证 明 , 为 了 避免 利用 向 量 值 的 广义 函数 , 而 只 
在 此 Cauchy 问题 的 框架 中 表述 问题， 

N?6 给 出 对 cx=0 属于 EB. Gagliardo, Rend. Sem. Mat. Padova, 27 
(1957), Pp. 284~305 的 一 个 结果 . 

N°8 的 证 明 是 稍 许 简洁 的 , 对 于 细节 , 可 以 参见 J. 工 . Lions, Théo- 
remes de Trace et d’interpolation, (IV) 将 在 Math. Annalen 上 发 表 . 

N°9 的 结果 是 属于 Slobodetsky, Doklady Akad. Nauk, t. 123 
(1958), p. 616~ 619. 

N°10 简要 地 给 出 迹 空间 的 插值 性 质 ， 它 允许 容易 地 证 明 空间 
W"?(R") 的 局 部 特性 , s 非 整数 (参见 系 10.1) 一 一 这 在 N11 是 有 用 的 
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第 全 章 
变 分 边 值 问题 


1， 双 线性 泛 函 及 无 界 算 子 


1.1 设 六 及 互 是 两 个 Hipert 空 间 , 『C 五 , 由 所 到 瑟 中 
的 岁入 是 连续 的 . 
记号 将 如 下 ; 对 4%, vE 玉 (相应 地 , 户 9E 吾 )，(G 9)) 
(相应 地 (Ff, 信 ) 玫 示 忆 及 (相应 地 了 及 甸 在 不 ( 相 应 地 歼 ) 
中 的 数量 积 ， 置 | ， 
= 人)5 lfl= (7, 7”. 
设 和 在 互 中 稠 冤 ， 
例 1.1 7 第 一 章 N°2); 
=L°(0); 
((%, 9)) = sf Ou oo -dot+|, wvads, 


D Do 
(f, 9) 7 
证 明王 在 互 中 稠 审 . 
例 1.2 严 = 五 1O) (=W#*(Q); 第 一 章 N°4)， 
万 = .72(9) . 
例 1.8 V=H"(0) (=W”™?(0)), m>1, 
H=B(0), 


1.2 其 次 ,给 出 一 泛 范 
(1.1) u, 9—>a (WY, 了) 
z 一 和 一 


在 x 上 为 双 线 性 连续 的 .因此 ,a(w, 2) 线 性 依赖 于 %w, 反 
线性 依赖 于 wla@w, Aw) =Ma ,2)), 且 
(4.2) lalw, |<celvilvl, w, vEVY. 

例 1.4 设 ax 是 一 族 EL”(9) 的 函数 ,j= {1，……*， jn}， 
b= {i ，19|, iI 二 m， 且 (在 例 1.3 的 框架 中 ) 


(1.8) au 内 = 避 | mm Di Diode, 


PRE 
u, EV = H"(0), 
证 明 (.2). 


.SS 由 给 定 的 让 ,五 及 a(w, 急 开 始 ， 能 在 互 中 定义 一 无 
界 算 子 4. 

定义 1.1 用 D(4) 表 示 wEV 使 反 线 性 泛 画 
(1.4) 分 一 > a (UU, V) 

对 由 五 所 诱导 的 拓扑 在 了 上 连续 的 % 所 形成 的 空间 . 

注意 0E€D(4), 且 D(4) 未 必 能 化 为 {0}! 

车 wu€D(4), 因为 六 在 古 中 稠密 , 泛 函 过 .你 由 连续 性 
能 被 延 折 为 在 如 上 连续 的 反 线 性 江西- 且 由 于 如 是 一 
Hiibert 空间 , 因 比 可 见 ; 

(1.5) | , 存在 唯一 的 Aw€E 互 使 
a(w, 2) 二 (4wv, 9) 对 一 切 vEV 成 立 ， 


练习 ”验证 由 D(4) 一 瑟 的 映射 n>Au 是 线性 的 . 


定义 1.2 用 和 4 表示 由 (1. 想 所 定义 的 、 定 义 域 为 D(4) 
的 算 子 . 
算 子 4 由 三 重 结构 唐 ， 瓦 ,ak 9)} 所 定义 ， 


一 ?0 


例 1i.5 VV= Hi(R"), HH=L(R", 


‘ Ou Do - 
a (UV， 9) -站 到 Br do+| wv dw. 
验证 z 
vw EHi(R"), + D2 
du= 
“ep 人 一 4 十 E OCR") 二 Om ' 
练习 利用 Fourier 变换 证 明 
(1.6) vwED(A) OuEHIR"), 


例 1.6 VV=H(0), H = (0), 


a(u, v) -站 -到 到 dv+ | 喇 dx. 
现在 来 证 明 
u€ Hi(Q), 
Un veDW of ver, 
首先 注意 到 ,车 v 一 pE 多 (Q), 于 是 
(1.8) al 9) =<— uthu, 97 


(在 多 (DO) 与 乡 (9) 间 的 对 偶 ). 

所 假设 的 是 o->alw, 9) 对 2(Q) 的 拓扑 在 五 1(Q) 上 是 
连续 的 ; 因为 乡 (9) 在 互 ;(O) 中 稠密 ,说 p>alw, 9g) 对 (9) 
的 拓扑 在 乡 (9) 上 连续 是 一 样 的 ， 而 这 根据 (1.8) 等 价 于 
一 4u+wEZP(O), 由 此 得 到 (1.7)， 

”注意 与 (1.6) (9 一 R" 的 情况 ) 相 比较 ,可 以 问 是 否 
u ED(4) SuE HQ)., 

车 ( 且 仅 车 )Q 有 一 足够 正规 的 边界 , 这 是 正确 的 , 我 们 将 重新 
回 到 这 一 点 . 

Hl? V=H'(09), H=L(09), 


— ?71C— 


a(w, v) ->|， Ou ts uv dw, 


Ow Du 
我 们 来 证 明 


u€E HQ), du€ LD’(0), 


1.9 D(A)eS D0 
9 ve00o| -wau- 训 要 要 
一 工 + t 


对 一 切 2E€ 如 i (8) 成 立 . 
事实 上 , 仍 有 (1.8), 致使 特别 地 yg 一 &(w， 0) 在 (2) 上 
对 二 (2) 的 拓扑 是 连续 的 , 有 
一 如 十 VE (0), 因此 和 uiETa(O)， 
此 外 ，a(tw 9) = (4 wv) 给 出 
CU 9) 一 (一 如 十 WU 人 )， 


由 此 得 到 
(1.10) (~4u, 四 = >| -au Oo jo,v€ HiO). 


fiJp Bw, Owr 
反之 , 阁 4EH 0),， hu€72(8) 且 满足 (1.10) 式 ， 于 是 
at 9) 二 (一 4 二 ,v0), 因 此 wED(4), 由 此 得 到 (1.9)， 
让 我 们 (暂时 ) 形 式 上 地 说 明 关 系 式 (1.9)， 按 照 Green 
公式 ， 有 
(1.11) (一 如 = 一 | 到 3 20 do 


t=1 a -3 Om ’ 
0 
序 - 外 法 向 导数 ， 


全 =0 的 边界 ，do 本 的 面积 元 素 . 
于 是 比较 代 .10) 及 人 .11) ,由 此 “ 导 得 ” 


Ou 
性 ?00~0 对 一 切 vEH? (0) 成 立 ， 


rw | 


” 即 (第 三 章 ) 


| .do =0 对 一 切 WEHS (DT) -WY (7 成立 ， 
因此 z 
(1.12) 名 0 在 荆 上 成 立 . 


因此 问题 : “4vw= 户 ED(4) 是 Neumann 问题 . 让 我 
们 强调 一 下 ,解释 (1.12) 是 形式 上 的 , (1.11) 的 分 部 积分 未 被 


证 明 ; 况且 若 2 是 一 个 任意 开 集 ， 廊 - 没有 任何 意义 ! 能 名 


期 望 一 一 旦 我 们 将 采取 的 一 一 唯一 的 选择 是 在 8 的 边界 是 
足够 正规 的 补充 假设 下 证 明 (1.12) 式 . 


2. 同 构 定理 


人 .1 我 们 来 证 明 

定理 2.1 设 存在 ac>0 使 
(2 .1) lav, 9) | 宇 alv1? 对 一 切 wEF 成 立 . 
那 末 , 对 在 五 中 任意 的 f， 存 在 唯一 的 ED(4) 满 足 
(2.2) Au=f. 

证 1 设 v<ED(4) 是 (2. 人 的 解 ， 那 末 对 任意 wEF 有 

(da ») = (f, »). 

而 根据 (1.5), 由 此 得 到 
(2.8) alu, 9)=(f, »), vEV,. 

反之 ， 若 VE 满足 (2.3)， 于 是 v>alw, 9) (= (f, 2)) 
在 六 上 对 由 互 所 诱导 前 拓扑 是 连续 的 ， 因 此 《按照 Nl 的 
定义 )， 

alu, 9) = (Au, 0) = (Ff, +), 

且 因 为 六 在 互 中 稠密 ,这 导致 (2.2). 
_ zyz3 


因此 , 这 就 等 价 于 在 六 中 找寻 使 满足 (2.3) 式 ， 
2) 因为 2 一 ai 在 上 连续 , 能 号 出 
(2.4) QU v= (9A, 2)), vwEV 
证 明 YETV; 了), 且 给 定 alw, 等 价 于 给 定 9 
于 是 (2.3) 等 价 于 
(2.8") (Cu, 9)) = (f, »). 
但 因为 2 一 (f, 切 在 互 上 (因而 在 六 上 ! ) 连 续 ， 
(2.5) (f, 9)=((GFf, v)), Gf EV., 
这 定义 了 GE 人 (HH; 玉 ) 
结论 (2.3) 等 价 于 
(2.8"") Au= QF. 
3) 于 是 定理 将 从 我 们 要 来 验证 的 下 述 性 质 得 到 ， 
(2.6) .x 是 由 到 其 自身 的 一 个 同 构 . 
为 此 ,表示 (2.1) 为 
alvl?< let, 0)|=| (7%, 0)) | < |) vl, 


(2.7) | .tv >allvl. 


(2.8) | 在 大 中 是 闭 的 ， 
.2 是 一 对 一 的 . 

因此 , 车 能 证 明 .xzo 在 VV 中 稠密 ,就 得 到 结果 (2.6); 因 
此 设 woEF 使 ((.%Aw，w0)) ==0 对 一 切 wEV 成 立 ， 于 是 特别 
有 ((%Yvo, v0) ) 一 0, 因此 (因为 | (Cv0, v0)) | 之 aliv0), v0 = 
0 一 一 由 此 得 到 结果 . 

注 2.1 问题 的 解 由 
(2.9) u=. "GF 
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注 2.2 共 斩 泛 函 ， 

以 一 般 的 方式 , 置 
(2.10) ol 929) 二 4Q09,W) 对 4 2ETV 成 立 . 
这 样 在 玉 x 玉 上 定义 了 一 个 连续 的 双 线 性 泛 函 , 称 为 CC 2) 

共 斩 . 

设 4* 是 由 三 重 结 构 砂 , 卫 , a* (w, 2)} 所 定义 的 算 子 . 

因为 lo v) |=|alw, 5)|， 有 
(2.11) ”在 定理 2.1 的 假设 下 , 存在 唯一 的 VEZDG4) 满 足 

4 一 了 

注 2.3 在 假设 QQ.1) 成 立 的 条 件 下 : 

D(4) 在 五 中 秽 密 日 4 是 闲 的 (自然 地 对 4* 有 同样 的 
结论 ). 

事实 上 , 设 fE 瑟 使 

(w, 了) ==0 对 一 切 wED(4) 成 立 . 
在 D(4") 中 存在 (唯一 的 )wo 使 
f=A"w. 
于 是 z 
(2.12) (w, f) = (4%, A*w0) = (4 W) 一 人 Co， 全 
=a(u, Wo) = (Au, uo) =0; 

因为 4 映射 D(4) 到 五 上 (定理 2.1), 结果 就 得 到 
(g, Wo) 一 0 对 一 切 96E 互 成立, 因此 w=0. 

因此 D(4) 在 召 中 是 稠密 的 ， 

现 证 明 4 是 闭 的 . 设 你 ED) ,而 如 -在 五 中 成 立 ， 
A 一 fn>f 在 瑟 中 成 立 ， 于 是 ww 一 Gf.91GQF 在 VV 
中 成 立 , 且 因 为 必须 .Yu=-GFf, 可 见 %ED(4) 且 f= Au. 

结果 若 装备 D(A4) 以 模 ， 

(Jul*+ | Aul®Ds, 
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它 是 一 个 Hilbert 空间 ， 且 4 是 由 如 (4) 到 瑟 上 一 个 同 构 . 

注 2.4 从 (2.6) 得 到 (总 是 华 随 着 (2.1))， 若 2 一 上 L(w) 
是 六 上 的 一 个 连续 的 反 线 性 泛 函 ,存在 唯一 的 EV 满足 
(2.13) al 9) = 上 (Vw) 对 一 切 vEV 成 立 ， 


之 .之 现 证 明 

定理 2.2 用 三 重 结构 { 人 ,已 , a*(w, 2)} 定义 的 算 子 
4 是 4 的 共 罗 、. 

证 设 4 是 4 的 共 因 ， 要 证 明 41= 一 A" ( 即 DAD) = 
D(A4"), 且 Aw=A*w 对 wuED(4") 成 立 ), 设 2€ED(41). 于 
是 泛 函 w>(Au, 5) 在 D(4) 上 对 吾 的 拓扑 是 连续 的 ， 且 
(Au,， 2) = (w，A1v)， 但 设 vw ED(4*) 是 A*vo==Aiw 的 ( 唯 
一 ) 解 . 于 是 (w, 419) = (ww,，4*v0) = (Aw, V0) (参见 (2.12)), 
由 此 得 到 (4x, 2 一 2o) =0 对 一 切 wED(4) 成 立 . 由 此 ”= wo， 
因此 ED(4) 且 41w 一 A4*vw， 因 为 D(4*) CD(4;) 是 明显 
的 , 就 得 到 定理 . 

结果 ”着 a (w, 2) =a"(w, v) (伴随 着 (2.1)), 算 子 4 是 
自 共 罗 的 ， 


3. 例 (D 
3.1 例 1.6 的 情况 有 


alv, 2) 一 ‖ 2 下 ko 一 | 和 
因此 (2.1 了 1) 成立 (而 =~ 巧 ， 因 此 ; 
(81) [2 1 (O) 中 给 定 的 户 存在 唯一 的 we H3(Q) 
使 一 hu=f. : 
车 的 边界 古 是 正规 的 (参见 第 三 章 ),wE H3(Q) 等 价 于 
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uE Hi(Q) Byw=0 (you=%ln). 
因此 . 
对 在 2(Q) 中 给 定 的 了 ,存在 唯一 的 wu€ 匡 (9) 使 
(3.2) 4 一 如 十 一 让 
wp 一 0GC 足够 正规 )， 
这 是 Dirichlet 问题 . 
对 
(3.3) 了 OO) = 一 fo FE (= (HS(0))") 
利用 注 2.4， 于 是 能 在 (3. (或 3.2)) 中 用 “FE 五 一 2) 代 
末 “ffEL 0), 
注 3.1 “通常 的 Dirichet 问题 是 关联 于 一 4, 而 不 是 
关联 于 一 4 十 二 
这 上 儿 我 们 如 何 来 解决 这 个 问题 呢 ? 设 维 数 %>8. 用 
D™?(Q) (参见 第 二 章 ) 表 示 多 (Q) 用 (前 -Hilbert 空间 ) 模 


(> | Dp | Lo) 


的 完备 化 . 
于 是 (第 二 章 ) 
z 1 3 g 1 1 1 
(3.4) D™*(0) CI(N), Fan 
若 取 


| V = Dua09)， 
ao ©) =D|, De) (PDR) do, 


于 是 对 于 在 到 上 连续 的 >L(v), 存在 唯一 的 uEV 满足 
(8.5) alu, 9) =L(w). 
验证 (作为 练习 ,参见 第 一 章 ) 工 (vw) 能 被 表 为 


LW) 《fo 古训 《所 名》， 

foEIr (0) (+ 1), fe DP). 
因此 ， 对 了 E (De2(O)) 给 定 ， 妈 

G7 f= 有 - 访 色 ,joerr (0), 7EP(O)， 

存在 唯一 的 wE D+*(Q) 使 

aa@ 四 =《j 动 对 一 切 uEDra(O) 成 立 


(3.6) 


即 
(3.8) 一 水 一 了 

注意 ”在 此 情况 起 着 互 的 作用 的 空间 是 (8), 它 不 是 
Hilbert 空间 ， 


3.2 例 1.7 的 情况 . 
这 儿 仍 有 ao ») =|ol’, 

致使 

对 在 太 (Q) 中 给 定 的 fj， 存 在 一 个 且 仅 仅 一 个 羽 使 

wuE H1(0), 且 NE12(Q) 而 

(bu ) 一 襄 ( 昼 ， 下 对 一 切 v€H1(Q) 成 立 ， 

且 一色 十 w= 了 . 

形式 地 (参见 例 1.7)， 


(3.9) 


(3 .10) 


这 是 Neumann 问题 
注 3.2 让 我 们 应 用 注 2.4. 设 如 是 一 个 很 正规 的 有 界 开 
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集 ( 参 见 第 二 章 )， 已 知 (第 三 章 村 oftl)o->yoo 是 由 厂 :CO)-> 
了 (7 -WE (7 的 一 个 线性 连续 ( 且 在 上 ) 的 映照 ， 于 是 
1 设 在 耳 主 (T) 一 (8H3(T)) 中 给 定 ， 仍 设 f 在 矿 (9) 中 给 


和 ‘ 定 ， 于 是 
(8.11) L(V) = | Fide + Cgo, Yo0, 


(于 此 尖 括 号 表示 在 吾 虽 (7 及 HE() 中 的 数量 积 .) 定 义 
一 个 在 有 1(0) 上 的 反 线性 连续 泛 函 ， 因 此 ， 存 在 唯一 的 w€ 
Frx(O) 满 足 

(3.12) alw, 四 一 Fo) 对 一 切 vEV 一 及!1(Q) 成 立 . 


它 给 出 (形式 地 )， 
一 如 十 % 一 万 
《3 .13) | Ou 
- Br n™ 90, 


这 仍 是 一 个 Neumann 问题 , 带 着 非 齐 次 的 边界 条 件 ( 相 
应 于 go=0 的 情况 称 为 “ 齐 次 的 )。， 问题 (8.18) 落 在 非 齐 次 
椭圆 边 值 问题 的 族 中 . 


练习 
| 一 小 /十 V 一 户 
‘You = yo, 
go 在 H3 (I) 中 给 定 . 


[引入 wEHY(Q) 耐 Yow 一 qo, 再 引入 Ww 一 w, 就 回 到 情况 
3.1]. 


”练习 2 是 有 足够 正规 的 边界 的 区 域 ， 且 人 是 工 的 一 
部 分 (具有 正 测度 ), 取 
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y= {ulve H!1(Q),， yu-0 在 Ts 上 }. 
验证 使 alu, v) =|_f5dw 对 一 切 wEF 成 立 的 解 满足 


— utu=, 
uw 一 0 在 71 上， 
OW | 
Br-0 在 了 a 上. 
”这 是 一 个 混杂 问题 . 
4. 例 (LD 


44.1 设 ow 是 函数 EL”( 人 2) ,满足 
GD Re éE>allé t+), 


&EC，a>0, 几乎 处 处 在 Q 中 成 立 ， 
设 和 = 五 49) 的 闭 同 量子 空间 , 且 
(4.2) 。 HQ)cVCHi(Q) (等 号 是 可 能 的 ). 
对 w, EH1(0), 置 : 
n .Fou Do 一 
(4.3) alu, 2)- 交 | 四 让 于 dot [eovia, 
而 co 在 1L”>(Q) 中 给 定 . 
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验证 
(4.4) Rec(o， 由 >infa Qo) vf, vo E (9)， 
若 ( 除 (4.1) 外 ) 
(4.5) Re ao(w) 之 ao>>0 几乎 处 处 在 2 中 成 立 . 
结果 对 在 二 4) 中 给 定 的 户 在 广 中 存在 唯一 的 公 满 
中 


(4.6) at 四 = 人 f5dw 对 一 切 vEV 成 立 ， 


4 了 .2 例 4.1 V=H’(0). 
证 明 (4.6) 的 解 % 满足 


1°) 
(4.7) Au=f, 
于 此 
. (4.8) Au=— > 大 (as (0) 总 ) 十 aou, 
2°) : 
(4.9) -04 _0 在 上， 
Ov 
于 此 
(4.10) Pp2 sy zr os Cn, wi), 


而 cos(n, wm%) 表示 的 外 法 组 "的 第 了 个 方向 余下 


练习 当 上 是 如 同 点 3.3 的 第 2 个 练习 中 那样 被 定义 
时 , 表述 边界 条 件 ， 
练习 对 oo 取 下 式 定 义 的 函数 : 
mo 人 在 4 中， 
1 在 23 中 ， 
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0=2U3U2， (人 参见 图 ) 


而 ayEZ2(9 8 一 2 且 
Re Sa (0) >a bl +t bl), a>0, 


几乎 处 处 在 2 中 成 立 . 
设 你 一 UV 在 kx 上 的 限制 . 
写 出 由 wu, w 所 满足 的 系统 , 连同 在 了 上 的 交界 面条 件 ， 


5. 例 (IID 
取 - 
(5.1) 区 一 也 ME LQ)} 
为 Hilbert 空间 , 其 模 为 


加 一 (人 (wb 二 | 和 的 ao 


(参见 第 二 章 ). 
于 是 ， 若 = (0), 且 


(5.2) au V) = [wide+ | (su) (45) dw, 


此 理论 可 应 用 . 
因此 , 对 在 L*(02) 中 给 定 的 了 存在 唯一 的 &E 下 使 成 立 
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(5.3) alu, 由 一 | fod, v EV, 


练习 验证 
duu=f, 
| huin=0. 
练习 证 明 乡 (0@) 在 六 中 的 完备 化 是 五 "9)， 
练习 证 明 vEF 一 般 说 不 导 至 w€ HH 7(0)。 


6. Riez-Fredholm 的 两 择 性 


6.1 证 明 : 

定理 6.1 如 间 工 那样 给 出 瑚 , 互 , 并 给 出 在 VxV 
上 的 连续 双 线 性 泛 函 aCw, 2) ,使 得 存在 Me， 成 立 
(6 .1) Realw, 0)+Molvol>alvl?, a>0, vEY., 
此 外 假设 
(6 .2) 天 在 互 中 的 嵌入 是 紧 致 的 (全 连续 ) 。 
那 末 ，Riez-Fredholm 的 二 择 性 对 方程 

Au 十 一 f， 了 在 且 中 给 定 ， 

(6.8) {se pe 
是 有 效 的 ， 

证 1) 若 4 是 由 三 重 结构 {7, 已 , a(w, ww)} 所 定义 的 算 
子 , 首先 验证 由 三 重 结构 {， 互 ,ad 号 十 Mu 切 } 所 定义 
的 算 子 是 4 十 ,而 也 (4 十 和) =D(4)， 

2) 从 (6. 妃 及 定理 2.1 于 是 得 到 方程 

(4 二 + 和 Nw%=f, 

. (4 {ep 
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允许 一 个 唯一 的 解 
《6 .5) w=G (No0)f, 
GM) EL H; D(A)), 
因为 人 王 到 五 中 的 杠 入 一 一 因而 从 D(4) 到 二 中 的 棋 
入 一 一 是 紧 致 的 , 在 乡 ( 瑟 ; 五 ) 中 所 考虑 的 算 子 9Wo) 是 紧 致 
的 . 
但 是 (6.3) 等 价 于 
(4 十 Xu 十 (入 一 XoJV 一 站， 
即 
(6.6) w+ (Ah) GN = HN)F, 
只 需 在 妃 中 求解 (由 于 =G(M)f 一 (A 一 和 0)G (No)u, 
于 是 尺 必然 在 D(4) 中 ) 且 因为 9 在 及 中 是 紧 致 的 ,就 得 
到 定理 ， 


6.2 例 6.1 
取 了 = 了 且 (Q2)， 且 = 2(Q)， 而 8 是 具足 够 正规 的 边界 
的 有 界 开 集 , 于 是 (第 二 章 ) 从 右 :(0) 到 2(0) 中 的 嵌入 是 紧 


致 的 ， : 

这 允许 对 ,例如 说 ， 
(6.7) a (ww, 0) > 六 避 9 
应 用 定理 6.1. . 


由 此 导 得 ( 见 例 1.7 及 N°3.2) 满 足 
| — Mw; = Ny, 人 ;20， 


Ow _0 
On jn 


的 特征 荔 数 ww 的 在 3 (8) 中 的 一 个 正 交 完全 系 的 存在 性 ， 
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(6 .8) 


wy 的 系统 在 鼠 (GO) 中 同样 是 正 交 的 和 完全 的 . 


6.3 例 6.2 


取 了 = COD， 互 = 天 (90), 2 是 任意 的 有 界 开 集 . 


由 五 HoO) 一 > 72(O) 的 嵌入 是 紧 致 的 ，[ 事 实 上 ， 考 虑 
一 个 球 Q& 使 互 cQ; 嵌入 宗 由 下 述 所 组 成 ， 

1°) 从 互 4O)->i(Q) 的 等 距 映 射 , 在 昌之 外 用 0 来 延 
拓 ( 见 命题 4.1);，- 

2") 从 理 1(Q@) 一 IL2(Q) 的 嵌入 : 

3°) 从 2(Q) 一 [2(9) 的 限制 ; 
1°) 及 35) 是 连续 的 , 而 2”) 是 紧 致 的 , 由 此 得 到 结论 .] 

仍 应 用 定理 6.1 于 此 情况 ， 而 alw, ?) 由 (6.7) 给 出 ， 由 
此 导 得 满足 
(6.9) — hw=An0, hi>0, 

wilr=—0 

的 特征 函数 w (自然 地 它 和 在 (6.8) 中 的 不 一 样 !! ) 的 在 
I2(9) 中 的 一 个 正 交 完全 系 的 存在 性 . 

xi 的 系统 在 互 ;(2) 中 同 祥 是 正 交 的 和 完全 的 . 

注意 ”在 (6.9) 中 |r=0 简单 地 意味 着 

wE 五 NCQ) ， 


7. 正规 性 的 一 个 (很 简单 的 结果 


7.1 考虑 开 集 @QG={zlom>0)， 
对 % 26E 五 (9)， 设 


_ Qu 0 
(7 .1) a (WU, V) -之 | 有 D5 本 dw, 
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于 此 
(7.2) ay€.B1(0) = 在 人 中 一 次 连续 可 微 ， 
本 身 连同 其 一 阶 导数 为 有 界 的 函数 空间 ， 
假设 z : 
(7.3) Re Sas) E>al és)? tt |é&,)*), o>0; 
已 经 看 到 在 此 条 件 下 , 在 五 (9) 中 存在 唯一 的 v 满足 
(7 .4) a(w, 他 十 Nu 9) =(f, 切 对 一 切 2E 五 上 人 成 立 
(>0 固定 ), 而 了 在 三 (2) 中 给 定 . 
现 证 明 这 和 导 至 .wxE 瓦 2(@O) ， 


7. 忆 2， 7 中 至 少 有 一 个 wn 时 ， 


(7 .5) EL2(0). 


二 
记号 ，9 是 一 个 在 Q 中 的 函数 ,mp 由 
Tnp = (Wi 二 hh， wa, pn) 

所 定义 ,注意 到 (Tx9， Mh Tn); 置 


7.6 > et 一 a Ou Do 
《76) an (WV, 9) = | (2 和 人 ) 吏 Om Bo 


由 于 (7 .2)， 
| [aa 2) | <oilvl ol, 

4 一 常数 ,| 1 = 总 79) 的 模 . 

用 rw 代替 "来 利用 (7 . 色 式 (这 是 可 以 允许 的 ); 通过 
一 个 方便 的 计算 , 可 导 得 
a Tu, 9) 十 (TU 2) + har vm, 0) = (Ff, zy_0), 

由 此 , 减 去 (7 .4 式 并 除 以 及， 得 到 
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《7 .7) 


(7.8) a( TY, 十- 一， 2) 


= ER ) -me ©, 
第 二 项 按 模 由 calo| 所 高 估 ( 参 见 7.7) ,于 是 车 在 (7.8) 
中 取 。= 卫 一， 就 导 得 


| 


(7 .9) 1 


i 二 
了 ji 人 一 外 | 
一 一 一 | Cs 
| 


| 


Thu < 6s, 


结果 能 抽出 pr>0 使 卫生 一 -一 w 在 有 1(Q) 中 弱 收 全 
但 在 多 '(9) 的 意义 下 


Tr _> Ou 


hh Do 
于 是 , 
CU _ 1 
i w EH(Q), 


同样 的 议论 对 关于 2 …，0o-1 的 平移 是 有 效 的 (但 对 
on 的 平移 不 行 ), 且 于 是 给 出 (7 .5)， 


7.3 剩 下 来 只 
但 由 《7 .4), 可 导 得 


n 


0 Ou 
一 名 页 Do pa 1 Da 将)+Mw= 记 
由 此 
em 名 + 属于 太 (9) 的 项 的 和 (由 于 (7 本 式 ) = 


于 是 
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2 
qm 3 € TA(O). 


根据 (7.3)，、，Ream(%) 宇 a>>0, 于 是 一 和 E12(0Q2)， 这 就 
证 明了 渐 言 ， 


练习 若是 一 个 具有 正规 边界 的 有 界 开 集 , 证 明 与 前 
述 类 似 的 结果 . 


8. 问 霹 


留 下 来 要 解决 的 问题 是 很 多 的 ， 这 儿 是 其 中 某 些 问题 的 
一 个 简短 的 分 类 . 


SS.1 强制 性 问题 
若 给 出 一 由 


(8.1) a 四 = 总 | ,an Dru Do do 


EE 
所 给 出 的 泛 函 ， 其 中 an 在 L~(8) 中 被 给 定 ( 侦 而 还 带 上 附加 
的 正规 性 的 假设 ), 问 何 时 有 : 
lalw, 9) |>alvlinc), a>0 
对 一 切 EV 成 立 ， 而 六 是 且 "(Q) 的 子 空间 ， 其 中 的 4 使 
Bi(m 坟 -)ulr 一 0, 而 Bi 是 一 族 阶 数 <m 一 1 的 算 子 ,其 数目 
£2, 


号 . 正规 性 问题 
问题 主要 在 于 将 六 7 的 结果 置 于 一 个 一 般 的 框架 之 中 ，. 
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使 对 于 任意 阶 的 算 子 带 各 种 边界 条 件 都 有 效 . 

我 们 将 满足 于 对 此 主题 陈述 某 些 结果 . 通过 变换 ， 可 导 
至 在 不 同 的 空间 中 的 边 值 问题 的 求解 ， 由 此 可 化 为 非 齐 次 问 
题 . 


号 .3 在 怎样 的 测度 中 的 作用 是 本 质 的 ? 特别 能 否 用 
J?(Q),1<<p< 过 co、wp 六 2 来 代替 72(Q)? 


SB.4 和 4 在 N23 中 所 给 出 的 同 构 的 准则 仅仅 是 使 4 在 世上 
是 D(4) 的 一 个 同 构 的 充分 (和 方便 的 ) 条 件 ,这 个 准则 的 条 
件 绝 不 是 必要 的 .他 样 当 4 是 一 个 微分 算 子 ,而 其 定义 域 由 
边界 条 件 所 确定 时 是 如 此 .参阅 8. Agmon，Remarks on 
self-adjoint and semi-bounded elliptio boundary Yalue 
problems, Proo, Int. Symposium on Linear Spaces, The 
Hebrow Univ, Jorusalem, 1960, p. 1~138. 

自然 地 , 如 果 相 信和 前 面 所 列举 的 已 是 详尽 无 遗 , 那 将 是 天 
真 的 ， 

能 用 由 Lipsohitz 条 件 所 定义 的 另外 的 空间 来 代替 
2?0); 能 力图 折 广 此 理论 到 微分 方程 组 去 ; 然后 到 非 线性 问 
题 , 等 等 , 等 等 , 等 等 ， 


关于 第 四 章 的 注 记 

本 章 能 作为 变 分 边 值 问 题 理论 的 引 论 ， 我 们 的 叙述 根据 J.L.Lions 
的 论文 ， Proplames aux limites en théorie des distributions, Acta 
Math., 94(1955), p. 13~153, Chapitre I. 


为 了 补充 注 3,1， 可 查阅 J. Deny-J. L. Lions, Annales Inst, 
Fourier, 5(1955), p. 305~370. 


一 89— 


将 能 用 如 下 的 论文 来 补足 本 章 的 讲义 ; 

KH. Macenes-G. Stampacoehia, Annali Seuola Norm, Sup. Pisa, t. 
12(1958), p. 247~ 358,; 

J. L. Lions, Cours du Tata Institude, Bombay, 1987. 

建议 思考 在 教材 中 所 提出 的 许多 习题 ， 

对 于 Riesz-Fredholm 的 经 典 二 择 性 (人 "6)， 可 从 例如 说 : Raesz- 
Nagy, Legons d’ Analyse Fonctionnelle 或 Danford-Sechwartz, Linear 
Operators, Part 上 中 查阅 . 

N°7 给 出 一 个 正规 性 的 很 简单 的 结果 , 方法 (LNirenberg) 比 结果 
是 更 重要 的 [补充 : 对 N°? 的 方法 及 Aronszajn-Smith 的 “补偿 法 ”参见 
Lions, Cours du Tata Institute， 上 面 所 列 的 文章 ; 另外 的 方法 . Agmon- 
Douglis-Nirenberg Browder, Peetre, Sehechter 的 工作 ]. 

在 N° 8 中 我 们 简要 地 列 出 了 一 些 问题 ， 以 后 我 们 将 以 较为 深入 的 
方式 重新 回 到 这 些 问题 上 来 。 对 于 非 线性 问题 ， 我 们 特别 回转 到 
C. Morrey Jr. 的 一 本 书 ,将 由 pringerz 出 版 (黄皮书 )。 
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第 总 章 
增殖 算 子 和 正规 增殖 算 子 


1. 双 线 性 泛 函 和 半 群 的 无 穷 小 生成 元 


采用 第 四 章 N° 1 和 2 的 框架 ， 因 此 有 了, H, a(w,，»)， 
且 假 设 存 在 Xe 使 
(1.1) Realw, 9)+hNlvl’>alv|’, a>0, v EV. 

于 是 

定理 1.1 设 4 是 由 三 重 结构 作 , 瑟 , a (io 所 定义 
的 算 子 ， 在 寺 .了 成 立 , 那 末 一 4 是 在 卫 中 的 一 个 半 群 GO 
的 无 穷 小 生成 元 , 而 此 半 群 满足 
(1.2) [G0 |<exp Qo) , 

(IG(D I=soplG WF/NF|, fEH., ) 
证 应 用 第 三 章 的 定理 3.2. 
根据 第 四 章 注 2.3, 可 知 D(4) 是 稠密 的 且 4 是 闭 的 


(应 用 附注 到 4 十 和。 上 )， 
因此 剩 下 来 要 观察 对 上 >AXo 4+2 在 五 中 是 可 逆 的 , 且 
(1.3) (A+D < Fi, > 
(4 十 Pw= 了 等 价 于 
但 方程 {ep 
(1.4) a, 2)+p, 9) = (f, ») 
对 一 切 vEV 成 立 ， 


但 由 于 (1 .1)， 
~— 91— 


(1.5) Re[acG， v)+p(v, 0)] 
— Refa(v, 9) +Aolv| 十 (6—Ao) 12 
之 alv|?+ (6 ~—ho) 15 
由 此 可 以 应 用 第 四 章 的 定理 2.1. 因此 , 一 旦 之, 方程 
(iL.44 就 允许 唯一 解 。 另外 ,在 (i. 少 中 取 %2=w, 就 导 得 
alwl? 十 汪 Mo) luvl ?<Re(f, WE|FIvl. 


由 此 得 到 |u| 志 一 一 一 一 | f|, 这 证 明了 (4.3), 且 完 成 了 定理 
的 证 明 . 


oo) 7 


2 应 用 


人 .1 由 定理 . 工 及 半 群 的 理论 (参见 第 三 章 的 回 趾 ) 得 到 
定理 2%.1 连同 (1L.1) 给 出 三 重 结构 {VV, 及 ，atw, 0)}. 


假定 给 定 w 及 了 使 
(2.1) wwED(4), 
(2.2) {>f (t) 


由 二 0-> 五 连续 ， 于是， 存在 一 个 函数 且 仅 存在 一 个 函数 
ti-—>u (lt) 使 

(2.8) wt) ED(A) 对 t=0, 

z t->ult) 由 t>0> 理 是 一 次 连续 可 微 ， 


@ 攻 [ut 由 :这 025DC 是 连续 的 
(2 8) [| A = ft) 

vw (0) = wo, 
此 解 由 下 式 给 出 


(2.6) w(t ~G (ut | GC-0) flo)do., 
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志 .2 例 ( 了 )( 见 第 四 章 , N° 3，3 .1 
V= Hi(), H=L°(0), 


1 Ou 0 
ew ~ 六 | 下 让 如 


于 是 (2.3)、(2.5) 意味 着 : 
u 和 抱 五 iD)，4upE72(9)， 
(2.7) -A lb) + = 00), 
w(0) =uo, 
注意 ww) 是 t->"w>wlw, 旭 的 函数 ,因此 能 写 (2.7) 为 
下 述 形式 ; 
— 4%, D) + Se (%, D)=f(%,, EQ, 1>0, 
(2.8) v(m, 0) =uo (2), 
ww, =0 车 wET, tit>0. 
这 是 热传导 的 经 典 问题 ， 


2.3 例 (IT) ( 见 第 四 章 N° 8, 3.2). 
V=H!i(0), H= 12(0), 
ou, V) = 2] 更 名 a 0 
练习 证 明 可 得 到 类 似 于 (2.8) 的 问题 ， 而 (2. 8) 的 最 后 
从 为 
2 Cw, t)=0, w€ET, t>0 


亿 . 和 4 练习 
应 用 定理 2.1 到 第 四 章 的 所 有 的 例子 及 练习 上 去 ， 
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3. 增殖 算 子 及 正规 增殖 算 子 


3.1 定义 3.1 


五 中 的 (无界) 算 子 4 称 为 增殖 的 ， 若 对 于 所 有 的 


wuED(A), 有 
(3.1) Re(Aw, W) >0, 


现在 让 我 们 引入 正规 增殖 泛 函 . 
定义 38.2 考虑 三 重 结构 {VV, H, alw, 2)}。 
泛 函 a(w, 2) 称 为 正规 增殖 的 , 若 
Gi) {有 8>0, 存 在 xse) >0 使 
Real(wv, »)+elv|2>a(e) lv|?, v EV, 
(i) {Imatw, vo)|<BRealw, 0), vnEV. 
自然 地 ， 由 {, 如 ,a(w, 9) | 所 定义 的 算 子 4 于 是 是 增 


殖 的 ， 


注 3.1 定义 8.2 经 常 以 不 同 的 方式 出 现 ， 给 出 ,万 ， 


poH, 没有 拓扑 ， 而 alw, 四 是 六 x 太 上 的 双 线 性 泛 函 ， 使 


得 


六 


(Jj) Rea(v, »)>0; Rea(w, ») = 0 一 0 一 0; 
QUj) 各 V.—>Vr 在 H 中 成 立 ， 了 了。 EV, 且 若 Real(V,—V,, 


一 了 Pm) ->0, 于 是 vEV 且 Rea(w 一 0， 一切 一 0; 


(jj) = 60. 
根据 (让, 六 装备 以 模 
(Jo?+Realw, 四) 一 1 


是 完备 的 一 一 因此 是 Hilbert 空间 一 一 且 模 


(el 了 |?+Rea(V, 办 )) se>0 任意 ， 
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等 价 于 | 大, 因此 ，( 划 及 (区 成 立 ， 

反之 , 若 (i， 人 ) 成 立 ， 于 是 ( 芒 ，( 访 ，( 廊 成 立 ， 这 两 个 
表示 是 等 价 的 . 

定义 838.8 由 三 重 结构 {V, HH, a(w， wv)} 所 定义 的 算 子 
4, 其 中 泛 函 alw, ?) 是 正规 增殖 的 , 被 称 为 正规 增殖 的 . 


3.2 定理 3.1 若 4 是 正规 增殖 的 ， 则 一 4 是 在 瑟 中 一 
收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ，[ 半 群 GO 人称 为 收缩 的 , 若 
(3 .2) [GO@ |<1, i>0. 1] 

证 根据 定理 1.1,， 一 4 是 半 群 GO 的 无 穷 小 生成 元 ， 
现在 能 在 (1.1) 中 取 和 >0 任意 ， 因 此 根据 (1.2), |G(2| 专 
exp (Aho, 轴 ，Xo>0 任意 一 一 由 此 得 到 (3.2). 

于 是 能 提出 逆 问 题 ,首先 有 

定理 3.2 设 G() 是 Hilbert 空间 豆 中 的 一 个 收缩 半 
群 ， 于 是 车 4 是 GG) 的 无 穷 小 生成 元 , 则 算 子 -4 是 增殖 
的 . : 

证 设 wED(4); 于 是 函数 ->9(2)w 是 由 1 汪 0 一 五 的 
一 次 连续 可 微 函 数 ， 因 此 1>9() 一 (Gu, GOOw) 当 t>0 
时 是 可 微 的 ， 且 因为 1G)w|<|w|， 有 gy 人 <g(0)， 因 此 ， 
pC) | -oo 委 0， 但 -p(t | 1=0 一 2Re (4w, w)， 由 此 得 到 
Re( 一 4w,， 狠 人 0， 证 毕 . 

问题 “现在 来 提出 下 面 的 问题 

和 1) 若 4 是 一 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 ， -4 是 增殖 的 
且 有 补充 的 性 质 : 例如 , 其 定义 域 是 稠密 的 , 它 是 闲 的 等 等 ,能 
不 能 在 增殖 算 子 类 中 刻 划 出 那些 是 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 
的 增殖 算 子 的 特征 ? 


2) 是 否 存在 非 正规 增殖 的 增殖 算 子 ， 参 见 后 面 的 练习 ， 
且 是 耕 能 刻 划 其 无 穷 小 生成 元 是 正规 增殖 的 那些 收编 半 群 的 
特征 ? 


练习 设 4 在 (RE) 中 由 下 式 定 义 : 
DC4) = HR) ~ {ulu, $e EPR)), 
.Aw =aw/dsy. 


证 明 4 是 增殖 的 ( 且 同 样 是 守重 的 ， By ReCAw, v) =0). 
证 盟 4 不 是 正规 增殖 的 . 


4 放下 算 子 的 延 折 0 


4.1 我 们 种 要 下 面 的 定义 ， 

定义 4.1 一 个 算 子 4。 称 为 稠密 及 增殖 型 的 (简短 地， 
类 型 d. a.), 若 

(i) D(4o) 是 稠密 的 ; 

(ii) ho 是 增殖 的 . 

以 一 般 的 方式 , 者 41， 4s 是 在 一 Hilbert 空间 (不 论 什 
么 空间 都 行 ! ) 中 的 两 个 无 界 算 子 ， 称 41 是 4 的 一 个 延 拓 或 
扩张 ( 写 为 4 二 4 , 若 

工 ) D(A D(A,); 

2 ) 4iw 一 4xu 对 一 切 在 D(A) 中 的 入 成 立 . 

于 是 , 奉 4o 是 增殖 的 ,如果 4 二 4o 目 4i 古 增 殖 的 ， 则 
4 是 Ao 的 一 个 增殖 的 延 拓 ， 

下 面 的 定义 是 重要 的 . 

定义 4.2 类 型 d.a. 的 46 的 一 个 增殖 的 延 拓 4 称 为 最 
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大 的 , 若 不 存在 算 子 A 使 
有 二 4 (严格 地 ), 2 增殖 . 
在 本 节 及 下 一 节 我 们 将 研究 下 面 的 问题 ， 给 出 一 个 类 型 
d. a. 的 算 子 ,是 否 允 许 最 大 增殖 的 延 拓 ? 
如 将 看 到 的 那样 ， 此 问题 的 解 将 同样 地 提供 我 们 以 在 
N° 3 的 最 后 所 提出 的 问题 1) 的 解 ， 


信 . 了 类 型 d. a. 的 算 子 的 变形 . 
引 理 和 .1 若 4o 是 qdq.a. 的 ,有 
{Aou thu A ul, A>0, rED(Ao). | 
证 因为 46 是 增殖 的 , Re(Ami 十 Mu, ww) 之 和 |u|”, 且 因为 
1(4ww 二 Mw, 4%) | 三 1《4o 十 和 wl1w|, 就 得 到 结果 . / 
结论 ”对 入 二 0, 算 子 A 十 4o 是 一 对 一 的 , 可 引入 


(4.1) Jo 一 (一 4o) (M+ A 
其 定义 域 
(4.2) D(JoN)) = 已 (十 4o). 


(于 此 , 一 般 地 说 , BR(B)=B 的 “ 值 域 =8 作 用 于 DB) 的 
象 . ) 
引 理 .2 车 ho 是 d.a. 的 , 则 vod) 是 一 收缩 算 子 . 


(4.3) f=Mmt Aou, WE D(Ao), 
是 

(4.4) VoN)f = (A— Ao). 
因此 : 


oO FI Nl | Aoul?— 2ARe( Aow, W), 
一 和 2 十 14ow12 十 2 和 Re (Aow, 4 ) 
由 此 , 若 4 是 增殖 的 , 就 得 到 
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yo 站 < 1P， 

引 理 人 .3 R(1L+Jo(N)) = D(Ado), 

证 事实 上 由 (4.8) 及 (4.4), 可 导 得 
(4.5) f+Jo fF =2N. 

系 人 .1 车 4 是 d.a. 的 , 则 有 RC 十 Jo%)) 在 囊 中 稠密 . 

引 理 .4 1 二 JolN) 是 一 对 一 的 . 

证 事实 上 ,由 (4.5) 导 得 ,车 f 十 Jo()f=0, 于 是 w=0， 
因此 由 (4.3), f=0. 

注 4.1 事实 上 ， 仅 仅 由 vo(X 是 一 收缩 算 子 且 玉 志 十 
Jol 和 ) ) 稠 密 的 事实 就 能 导 得 引 理 4.4， 实 际 上 有 

引 理 和 .5 若是 一 收缩 算 子 使 BL 十 J) 在 互 中 秽 密 ， 
那 末 1 十 J 是 一 对 一 的 . : 

证 设 fED( 四 ), 且 f+ 了 f=0, 并 设 g9 在 D(J) 中 任意 ， 
对 任意 的 2E0, 有 

[J(g—zf)|<19~zfl, 
即 [Jg|*+ |2|?1If|?~—2Rez(Jf, J9) 
<|gl’+|2:|?|f|?—2Rez(f, 9). 

因为 Vj = 一 访 由 此 导 得 
(4.6) 2Rez(f, g+Jg9)<|g|’~— |79|’. 

固定 g 且 置 2(f, 9g 十 Jg9) 一 a€O. 于 是 (4.6) 意 味 着 ; 不 
管 xEO 怎样 , 都 有 Re (az) < 常数 ， 这 仅 当 a0 时 才 是 可 能 
的 , 因此 (f, g 十 J9) =0, 且 这 对 任何 gE€ED(J) 都 成 立 ， 因 为 
(Ui+J) 是 秽 密 的 , 这 导 至 f=0. 证 毕 . 

可 以 将 已 经 得 到 的 结果 摘要 如 下 . 

命题 4.1 若 4e 是 类 型 4. a. 的 . 于 是 ,对 任何 和 >0, 可 
由 4. 了) 定义 os Jo 和 ) 是 一 收缩 算 子 , RU 十 Jol%)) 在 五 
中 是 稠密 的 , 随 之 1 十 JobN) 是 一 对 一 的 ， 
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可 以 称 Jo() 是 4o 的 变形 .现在 来 考察 是 否 能 反 过 来 
由 Jo( 罗 来 定义 Ao 
由 (4.3)，(4. 人 时 得 
-JoOO)F=-24ow 
且 由 (. 芍 (及 由 1+wJo(A 是 一 对 一 的 事实 ) 可 导 得 
f=2N(L+ To ) -au 
由 此 得 到 ， : 
若 Jo(X) 是 一 收缩 算 子 ， 使 (1 十 Jo(N)) 在 互 中 稠密 ， 


和 和 [a 


由 
(4.7) { 


定义 4o. 
引 理 4.6 算 子 46 是 类 型 q. a. 的 . 
证 因为 D(4o) = 忆 直 二 vvo(G)) 是 稠密 的 ， 仅 需 证 明 增 
殖 性 . 阁 wED(4o), 有 
v=h+Jo(\)h, hEDCT oN)), 


4ou 一 入 (一 Jo(0 ) +o ) ~, 
D(A40) =R(U+Jo0(N)) 


且 于 是 
Aou =h— JolN)h, | 
因此 : 
(Aou, WW = 1b?— |Jo Rl?+ Rh, To (NR) 
(Jo(N)h, h), 
因此 . 
Re(CAw, WW = |h|?— |Jo NR =0., 
证 毕 ， 
于 是 已 证 明 


定理 .1 设 46 是 类 型 d.a, 的 ， 对 任何 和 >0， 变 形 
JoCAX 由 (4.1) 所 定义 ) 是 收缩 的 ,而 且 有 RC 十 Jol%)) 称 密 一 一 
且 反 之 , 若 Yo) 是 一 收缩 算 子 , 而 且 妨 让 十 Jol( 和 )) 秽 密 ， 由 


《4. 人 所 定义 的 算 子 4o 是 类 型 d. a, 的， 

现 证 明 

定理 4.2 车 4, 是 类 型 d.a. 的 ， 且 vo( 和 是 它 的 变形 ， 
和 >0 固定 。 于 是 “4。 闭 等 价 于 “7ow) 闭 . 

证 1) 设 4o 闭 . 设 f,EDCIoN) 而 f=>f, yo 太一 9 
在 五 中 成 立 , 要 证 明 


(4.8) fFED(Jo(A)) 及 gf. 
但 f， 形 如 z : 
户 一 Na 十 4o， Un EDCAo), 
且 于 是 oN fr = Mtn — Aoun, 
以 致 


D>-f+9), 
te 
因为 46 是 闭 的 , 这 导 至 直 -(f+9) ~wED(4o) 且 


可 1 (p_y) =— Aou. 


因此 f= 和 Aw 十 A404 ED(Jo( 和 )) 及 gg 一 Ww 一 4ou 一 Jol 和 A\)f， 由 此 
得 到 (4.8). 

2) 设 Jol 和 ) 闭 . 设 妨 ED(40) 而 ->wu,，Awins 一 六 在 瑟 
中 成 立 ， 要 证 明 在 此 条 件 下 uwE DCA) 及 广 = Aou, 但 是 能 写 
Vn 为 形式 - 


Un 一 


CFst Jo) Fs), FE DIN); 


于 是 1 
4ow = 吉 (fn 一 0M) fn), 


且 和 1) 一 样 地 进行 推理 ， 
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5 .增殖 算 子 的 延 拓 (LD 


5.1 借助 于 4.2 的 结果 可 将 算 子 d. a， 的 增殖 延 拓 问 题 化 
为 RCL+Jo) 稠密 的 收缩 算 子 ye 的 收缩 延 拓 问题 ， 事 实 上 ， 
现在 有 明显 的 等 价 性 ; 


(4D4 和 >9 国定 ， 
(5.1) | ° TO ET), 
“4 将。 | 7 收缩 


(因此 4 的 变形 V ) 是 7) 的 逆 变 形 41) 
注意 和 >0 是 任意 固定 的 . 


特别 ， 
和 >0 固定 ， 
ADAo 
5.2 J (NW 二 .Jo0， 
ea 


(J Gu 为 最 大 收缩 扩张 意味 着 : 不 存在 严格 =>v WW) 的 收缩 , ) 


马 .2 通过 投影 来 进行 收缩 扩张 是 容易 的 ， 首 先 引 入 

引 理 5.1 设 .7 是 一 收缩 算 子 ， 于 是 “ye 闭 ” 等 价 于 
(Co 闭 

证 妃 设 yo 闭 ， 设 户 ED(7o, 户 一 在 互 中 成 立 ， 
因为 |Jo(fi 一 fw) | 科 | 态 一 名 | ， 由 此 得 到 yoj 一 9 在 二 中 
成 立 , 且 因 .je 是 闭 的 ,JEDGvo ,因此 了 hv 是 闭 的 ， 

2) 设 DJo) 闭 , 设 户 一 六 yoj 一 9 在 互 中 成 立 , 刀 Eva). 
于 是 f€ED(Jo) BlVolf,—f) |<|f,— f=0, 因此 g=Jof. 
证 毕 . 

一 个 收编 的 闭 包 ; 车 .7。 是 一 个 收缩 , 这 是 一 个 由 装配 以 
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由 如 所 导出 的 拓扑 的 也 (Jo 到 五 中 的 线性 连续 算 子 ， 因 此 
能 由 连续 性 延 折 它 为 一 个 由 万 [7J-> 的 线性 连续 算 子 Ju 
Jo 是 一 个 收缩 , 称 为 Jo 的 闭 包 ， 根 据 引 理 5.1，7o 是 闭 的 ， 
因此 总 能 假设 Jo 是 闭 的 . 


一 个 闭 的 收缩 通过 投影 的 扩张 . 设 7 是 一 个 财 的 收缩 


是 D(Jo) 是 闭 的 , 且 设 


(5.3) H-D(J) OK. 
用 了 表示 在 D(Jo) 上 正 交 投 影 的 算 子 , 且 置 
(5.4) J = 


于 是 v 二 .yo 且 7 是 一 个 收缩 . 

引 理 5.2 当 且 仅 当 D(J) = 五 时 , 一 收缩 了 不 具有 本 
身 是 一 个 收缩 的 任何 严格 的 延 拓 . 

结果 大 Jo 是 一 个 闭 的 收缩 ， 由 5.4) 所 定义 的 J 是 一 
个 最 大 的 收缩 延 拓 ， 回复 到 带 等 价 性 全 .2) 的 算 子 de 可 由 此 
导 得 . 

定理 5.1 若 4 是 类 型 d. a. 的 ， 算 子 4o 总 允许 最 大 增 
殖 扩 张 . 

现在 来 看 根据 什么 来 识别 一 个 增殖 扩张 4 是 最 大 的 . 按 
照 引 理 5.2, 应 有 (必要 充分 条 件 ) D(J (%))= 互 对 一 切入 >0 
成 立 , 因而 RA 十 4) = 互 对 一 切入 >0 成立， 因此 有 

定理 5.2 一 个 类 型 d. a. 的 算 子 4 是 最 大 的 , 当 且 仅 当 
RAO+4) = 五 对 一 切 和 0 成 立 ， 因此 它 的 特征 性 质 是 

1) 4 闭 , D(4) 稠密 ; 

2) 4 增殖 ; 

3) 已 人 十 4) = 五 对 一 切 和 >0 成 立 ， 

注 5.1 由 1), 2), 3) 导 得 
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和 


1 (4+) -A|< 地 ， ^>0. 
由 此 导 得 (练习 ) 
(5.8) [4+pD I< 到 p=é+in, ¢>0, 


但 是 由 定理 3.2 及 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 一 般 性 质 ( 见 
第 三 章 ) 可 导 得 : 若 -4 是 一 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 , 则 4 
是 最 大 增殖 的 ， 因 此 有 

定理 5.3 使 一 算 子 4 是 d.a. 最 大 的 , 其 充 要 条 件 是 
一 4 是 一 收缩 半 群 的 无 穷 小 生成 元 . 

这 同时 还 解决 了 N° 3 的 最 后 所 提出 的 问题 1)， 


6 . 正规 增殖 算 子 


定理 6.1 设 4 正 规 增殖 ( 见 定 义 3.3). 
设 0<0<w/2 由 霹 0=B6 所 定义 ,而 6 是 在 定义 3.2 的 
(让 中 所 提 到 的 设 ce 是 在 


图 上 加 阴影 线 的 闭 扇 形 ( 张 
角 20， 由 上 <0 的 坐标 轴 所 
二 等 分 )， 
于 是 
1) 4+2 是 可 逆 的 , 若 
PE os; 
2) |(4+2) "|< 5 d(p) = 由 2 到 ce 的 距离 . 
证 对 ED(4)， 
|Im(h%, 2)|=|Imaly, v)|<B Realy, v) 
— BRe(Av, 9), 
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因此 复数 (4v, 2) 属 于 集合 一 ce(coe 关于 原 点 的 对 称 )， 
于 是 若 VE 万 (4) , 且 若 w=w/vl ,对 2 竺 ao 有 
[Co 2)+p 一 |2 一 (一 Co 0))|>4d(p). 
因为 (2, 2) =1, (4v, 29) 二 Pp 一 《(4 十 p)v, 9), 因 此 
|((A+p)v, 2)|>d(p), 
且 因 为 | (4+2o 9)|<|1(4+p)2|1v|=|(4+22v|, 由 此 
导 得 | (4 十 p)v| 之 4(7), 因 此 
(6.1) |(A+PpDul>d(p) lil, ED(A), PE oo. 
因此 4+2 是 一 对 一 的 , 且 RC(4 十 p) 是 闭 的 ， 于 是 铬 证 
明了 RCA 十 p) 是 稠密 的 , 就 能 证 明 ). 因此 设 vE 互 ， 且 对 
一 切 wED(4),((4 十 Pp)4w, 9) 一 0， 就 得 到 z 
(Au, 9) = —P (WW, 2), 
因此 ED(4A” 且 
(4, A’w) = —p(u, »), 
因此 A’*w+ pv =0. 
( 且 和 由 a* (w, wv) 所 定义 ; 参见 第 四 章 定理 2.2.) 因此 
(4*w,9) 十 piv1?==0 等 价 于 @*(v,2) 十 p12v|?=0， 即 a (Vv, D9) 十 
pjv1?==0, 这 导 至 
lImatlv, 2)|=|7 1v|?<BRealy, o) = —BéElv|’, 
因此 
《7 上 6 os<0. 
因为 p 盾 06,， 1m| 十 B86>>0， 因 此 w=0. 因此 由 (6. 1 就 有 了 
及 2). 


上 一 一 在 这 些 条 件 下 , 一 4 是 一 个 收缩 的 解析 半 群 G(b 的 无 
穷 小 生成 元 , 即 , 半 群 GD 对 上 在 包含 正 半 轴 的 复 平面 的 一 
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关于 第 五 章 的 注 记 


N?1 及 3 给 出 半 群 的 理论 到 与 第 四 章 所 遇 到 的 微分 莫 子 有 联系 
的 (抛物 ) 发 展 型 方程 上 的 应 用 ， 对 于 Laplace 变换 的 《相近 的 ) 观 点 ,可 
参看 H. GQ. Garnir, Les problémes aux limites de la Physique Mathé- 
matique, Basel, Birkhauser, 1958; J, L. Lions 的 文章 , Acta. Math., 
94(1955), p.13~153, 第 二 章 及 书 ，Springer, 1961, 第 十 一 章 . 

车 4 是 增殖 的 ( 见 N°” 3)， 一 4 称 为 耗 散 的 (不 要 与 遍历 理论 中 
称 为 耗 散 的 算 子 混 清 起 来 ! 参见 Halinos, Lectures on Ergodic Theory, 
The Math. Soc. of Japan, 1956, 或 E. Hopf, Ergoden Théorie, New 
York, 1948)，N°4 的 结果 应 归功 于 R. 8. Phillips, Trans. Amer. 
Math. Soc. 90(1959), p. 193~254; Comm,., Pure Applied Maths. 12 
(1959), p. 249~376. 定理 5.1 已 由 C. Foias 用 一 不 同 的 方法 独立 地 
得 到 (未 发 表 ). 归功 于 Phillips 的 人 "和 的 方法 (主要 在 于 结合 一 个 
收缩 于 一 个 增殖 算 子 )， 显 然 是 类 似 于 对 一 个 对 称 算 子 的 自 共 胃 扩张 的 
研究 的 Cayley 变换 的 Von Neumann 方法 以 及 对 一 对 称 算 子 的 正 的 
自 共 斩 扩 张 的 研究 的 Von Neumann 方法 的 “ 实 ” 的 类 似 ，M., 区 rein 的 
方法 。 (参看 , 例如 说 ，Riesz-Nagy 的 书 . ) 对 于 “所 有 ”的 最 大 增殖 延 
拓 , 我 们 可 回 到 Phillips 的 工作 , 见 上 面 的 引文 . 

我 们 借用 定理 6.1 于 工 Kato, Fractional powers of dissipative 
operators, Journal of the Math. Boc. of Japan, Vol. 13(1961), . 
246~274, 为 了 完整 起 见 我 们 可 回 到 他 的 原文 ， 由 TI. Kato 及 作者 在 
同一 杂志 Vo.1 4(1962) 中 的 短文 来 补足 它 ， 
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第 GG 章 / 
强制 性 问题 
1. 化 约定 理 


在 本 市 中 要 表述 一 个 具有 很 一 般 性 特征 的 结果 ， 它 本 质 
上 是 将 在 8B” 的 一 开 集 上 对 变 系 数 算 子 的 强制 性 问题 化 到 在 
半 直 线 ]0,， co[ 上 对 党 系数 算 子 的 强制 性 问题 ,这 结果 的 证 明 
占据 N°” 3~65, 


1.1 记号 
为 了 技术 上 的 理由 , 置 
0; 一 —%0/0%y, 
O° = O09..0%n 于 此 = {01, “°**, an} 
将 是 方便 的 . 
对 于 ww 2€ "(0), 9 是 Br 的 开 集 , 置 


(1.,1) alu, v= BD | aug (2) O°"u0 ds, 


A cA 

县 用 .Y(w, 92) 表示 alw, 2) 的 主 部 . 

(1.2) Hf (WU, V) 一 之 ， | eu (2) 3“elD6o dw, 
假设 : 

(1.3) 全 下 和 并 人， 具有 ”一 1 维 的 且 m 次 连续 

: 可 微 的 边界 荆 , 8 在 荆 的 单 侧 ; 

(1.4) ars E0°(0) (在 2 中 的 连续 函数 的 空间 )， 

一 406 一 


泛 函 Go 人 吃 . 
设 避 EIT, vw0) 为 人 ?处 的 法 线 , 指向 2 的 内 部 ,6 是 
20 处 切 于 工 的 超 平面 上 的 癌 量 . 


Ww) 


对 f, JE"(0, oo), 置 
(5) fre Cf, 9)— EB | ao(zo (Etv (0) 0 "FO 


» (E+v(m)0:) g(t) dt, 
于 此 
01— -6-9 
且 
八 十 >(o0) O01)" = (€1+ v8) 0) ee (Ent vn 0) OD) ™, 
于 此 : 


Wo0 一 2 (wv ) 的 第 7 个 分 量 . 


边界 算 子 Bi 
(1.0) Bi 6) — BD bal®) 
于 此 
(1 » 7) ’ + < 7, 
目 
(1 .8) DEC (@)， 


用 Bi 8) 表示 Bitz, 9) 的 主 部 , 即 
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(1.9) Blw, 9) ~ DB boalo)o, 


假设 这 些 B; 个 数 为 p, 0<p<m, 且 
(1.10) 这 些 B; 形成 一 个 正规 系统 ( 即 车 9 关 轧 则 my 罗 
mz, 目 对 me ET By (ew, v (0)) #0). 


1.2 化 约定 理 的 陈述 

定理 1.1 设 由 .3)，( 侍 .和 ，( 红 .8) 及 民 .10) 成 立 ， 此 外 
作 下 面 两 个 假设 (2; 表示 >0 的 常数 ): 

(i) 存在 Ci 及 Ca 使 

Rea(gp, 9) 之 O41gl” 一 02|p1 对 一 切 VES00) 成 立 . 

(i 对 一 切 愉 E7 及 正 交 于 v2) 的 EE， 存在 一 个 常数 
Ca 一 Ca(z0， é) 使 z 

Re.szo (Ff, f) > Os fllmo,.,) 
对 一 切 满足 
Br E+r(0)0)f (0) =0, j=1, pw， %, 

的 了 Em"(0，o0) 成 立 . 

结论 ”存在 C4 及 O05 使 


(4.11) Rea(v, 9)>O4 v0 — Os|v|? 
对 一 切 满足 

(4.12) By(z, OvIr=0, j=1,.…., », 
的 2€ 及" (0) 成 立 . 


(注意 , 由 于 mw 过 m 的 事实 , (1.12) 有 意义 ). 

注 1.1 假设 (i) 是 一 个 在 8 的 “内 部 ”的 假设 ,而 也是 
“在 边界 上 的 假设 . / 

目 然 地 接着 (这 将 是 本 章 的 第 二 部 分 ) 应 该 给 出 使 (i)， 
(i 成 立 的 代数 条 件 ， 
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注意 我 们 指出 条 件 (i) 及 (让 同样 是 必要 的 ， 这儿 我 们 
不 致力 于 这 一 点 ,参见 本 章 最 后 的 注 记 ，. 


2. 两 个 引 理 


引 理 2.1 设 歼 是 一 个 Hilbert 空间 ( 模 |w|)，B 是 一 
个 由 六 到 过 的 线性 连续 且 在 上 的 算 子 ,五 是 一 Banach 空间 
〈 模 jl 六. 设 亚 是 召 的 核 ( 即 ,使 Buo=0 的 wE 歼 的 集合 ) . 
最 后 设 alw, 加 是 村 x 酚 上 的 一 个 双 线 性 连续 泛 函 ,使 
(2.1) Rea(v, 9) 宇 0Oi12|? 对 一 切 zETV 成 立 , CD>0， 

那 末 , 存在 常数 Ci 及 Cs。 使 : 

(2.2) ， Rea(w, w)>0lw)’—0,| Bwl? 
对 一 切 wEW 成 立 . : : 

证 设 开 = 也 2 那 末 BE (Z; 有 是 在 上 的 和 一 对 
一 的 ,因此 是 一 个 同 构 , 因此 
《2 .3) 1Bzl ys>0s|z|, 2 EZ. 

于 是 ,着 wEW, w=v 十 2, EV, zE2, 有 

Real(w, w) = Rea(v, 9) + Rea(lz, 2) + Real(wv, 2) 
+ Real(z, ») 
>0lv|*—0s)z| —Cs)vl lzl 
>5|ol:— Cslz)? 


> 号 ol 一 -Cel B213 (根据 (2.3))， 


1)?= lo 二 jz 一 2Re((w, ©)) 
> 豆 jool 一 ze> 可 io 一 误 1 
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由 此 得 到 
Roalw, w)> wl —0rl Bzl$, 


且 因 为 Bz= Bw, 就 有 (2.2). 

注 2.1 车 BW) 在 了 中 是 闭 的 ,有 同样 的 结果 (及 同样 
的 证 限 ) .对 Banach 空间 的 情况 , 见 下面 的 补充 . 

引 理 2.2 设 4,B, OO 是 三 个 Banach 空间 , 而 ACBC 
0O, 由 B 到 0C 中 的 机 入 是 连续 的 , 且 由 4 到 B 中 的 风 入 是 紧 
致 的 . 于 是 ,对 一 切 s>0, 存在 CO; 使 
(2.4) lals<elals+Colalo 对 一 切 a€ 4 成 立 . 

证 设 (2.9 和 不 真 ， 于 是 ,对 某 个 8>0, 将 存在 asE4 及 
和 Nm 一 十 co 使 

lanls> sol a + han lo. 

若 04 一 Qn/ 上 anla, 于 是 有 
(2.5) [vsl p> +h orlo, Tonla =1. 

因 AcCB, 且 jvwls4=i, ww 落 在 B 的 一 个 球 中 ,结果 (2.5) 
导 至 
(2.6) | ole 一 0. 

但 因为 jos= 工 及 4 一 下 是 紧 致 的 ,能 抽出 办 使 办 一 
在 妃 中 强 收 伍 ， 根据 (2.6),， 2 一 0， 因 此 |oilas 一 >0 但 根据 
(2.6), jw%ls 之 8, 由 此 得 到 矛盾 而 证 明了 引 理 . 

补充 
引 理 2.3 设 召 , 互 是 两 个 Banach 空间 , BCH,E->H 
连续 .分 别 用 上 上 (| |) 表 示 在 如 (五 ) 中 的 模 . 设 了 是 第 三 个 
”Banach 空间 , 模 | fm 给 出 4, 召 使 

AEL (EB, H), BEL(E, 五 )， 
旦 用 表示 B 的 核 。 作出 下 面 的 假设 . 
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1) | heo| 十 |eo] 之 crjeoj 对 一 切 eo EB 成 立 ，; 
2) 8 在 五 中 允许 一 拓扑 的 补充 ; 
男 一 五 十 闷 ; 
3) B 由 一 了 是 在 上 的 . 
结论 
|4ej 十 le 十 Belrzceale 对 一 切 eEB 成立， 
证 由 2), 3) 及 权 是 8B 的 核 的 事实 ,得 到 8B 是 由 革 到 
了 上 的 一 个 同 构 ,因此 
1Bzly>olzl， 2E ZX. 
设 。 在 吝 中 任意 ' 按照 2), e 一 eo 十 zw 是 它 的 分 解 ， 计算 
(>0 待定 ) 
[de| +lel+AlBelr= |Ae|+ lel hl Bels 
>|Aeol+ leol—|Az|— ls|+Acslyl, 
因此 , 由 1)， z 
之 cijeoj 十 和 caslz| 一 ojzj (因为 4E€-(EB; 卫 )) 
之 ci(leo| 十 上 wl) 《选取 和 es 一 cs 十 co 
>cilel， 
由 此 得 到 结果 . 
例 B=W”?(0), H=1?(0), 
毛 =2m 阶 的 椭圆 微分 算 子 ， 
pH Wm Yer 0), 


Bu= {you, YU *, Ym_1v}, 
因此 轧 ==W™?(O) NW8r?(Q)， 能 证 明 1); 由 第 三 章 
得 到 3); 现在 来 验证 ,根据 第 三 章 ( 更 精确 地 ,…, 根据 第 三 
章 中 未 述 及 的 事情 )， 存 在 一 个 由 三 一 帮 ”9) 的 线性 连续 
映射 站 >Pf 使 BPf=f、 于 是 w= (一 PBo) +PBw 给 出 所 
~ 1 一 


要 求 的 分 解 . 当 B; 形成 一 正规 系统 时 ， 这 个 附注 是 有 效 


的 ， 


3. 半空 间 的 情况 ; 常 系数 
记号 和 假设 : 


z= {wv', t}, w' = {v1, ，*, wn-1}, (os 下 
5 一 {61, *, én-1}; 
0= {2|t>0}; 


BD) QW 3 | .00dvds, 


| 二 天 一 坟 
0 站 EC 
(因此 @(w, 2?) 是 一 常 系数 的 齐 次 泛 函 ); 
(3.2) Bi;(6w， 09;) 一 常 系数 的 m2; 次 的 齐 次 算 子 . 
最 后 假设 对 一 切 6, 存在 一 个 常数 c6(6) =c 使 


(3.3) Re Qf, f) >c| fimco, oo 
对 一 切 满足 
(3.4) B,(é, 6;)f (0) =0, 3=1, ,pp, 


的 JE 有 "(0， eo) 成立 ,于 此 / 
(85) Qf = 习作 | 0 Ga. 
现在 来 证 明 


引 理 3.1 设 成 立 (3. 了 , …，(3. 钱 ,于 是 
(3.6) ReQ(u, %) 


>O01|ul?— 0 > | 《2 Ou [30 mmr (ena) 
~—Oslv|? z 
对 一 切 VE 五 "Co) 成 立 . 
一 了 12 一 


证 设 2E 五 "9) 使 
Bj;(0%,, 0:) v11=0=0, 7 一 十 ， "ys 2 成立 . 
六 (为 是 其 关于 2 的 Fourier 变换 ; 于 是 
QV, pV) = J Qe PCE, ), PE, D) dE. 
但 
Qf, 7) 
a A ADEACIOAD NE 
AA A 
由 假设 (3.3) 导 得 
Re Qs(f, 力 关 CAzwcoy 
且 对 一 切 满足 || ~ 工 的 二 具 同一 常数 , 因此 
ReQ(V, V)>0T | El" | 2 Bee, /1é1) harae 


0 
-0 1" | 
Ril 


4 三 


oP (é, £) [2at aqé, 
由 此 得 到 
(8.7) ReQ(V, D>0 S| Dew |2 ds 
对 一 切 满足 
(3.8) B; (0», 0;) v1t=0=0, 7 一 二 ， ”人 
的 "GE 三) 成 立 . 

于 是 应 用 引 理 2.1 于 ， 

本 一 吾 "(D)， 

三 = 满足 (3.8) 的 vE”"(O) 的 空间 ; 

B={B,.…, B,}, | 


= ]1 "m3(BR"-!) (参阅 第 三 章 N° 11) 


oo 
0 
总 
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根据 {B8)} 是 正规 的 事实 , 8 是 在 上 的 ; 
al 9) =Q(u, 十 SG v9), 8>0 任意 . 
由 此 导 得 (3.6). 

4. 半球 的 情况 ; 变 系 数 


用 @ 表示 半球 ，2 ”十 纪 << 尼 ，t>>0. 


考虑 
(4.1) at 办 = DH | ole 001u To dt. 
J 
将 置 


2 一 (2 ， 0) ， EPR"™, [a | <h, 
(4.2) ol = 习 | an 0)0%01u Do Orvdw' dt. 
18 Fk=7m 

考虑 形 如 Bj(%w, 9w9?) 的 B;, 而 By 是 了 的 主 部 . 

引 理 4.1 假设 定理 1.1 中 的 (1) 成 立 及 定理 1.1 中 的 
(让 对 一 切 双 = (多 ,0) 成立 ,于 是 
(4.3) Realw, W>olul?—o0s DBslicollm"nio, 

: 一 ea 
对 一 切 在 6Q 一 5 的 邻 域 中 三 0 的 vE 五 "(9) 成 立 ， 
(98=0 的 边界 ,2=60 的 包含 在 t=0 中 的 部 分 .) 

证 1) 车 以 的 支 集 CQ， 无 须 证 明 ( 参 见 定理 1.1 的 
(i))， 于 是 假设 2= (2 ， 0) Ew 的 支 集 ， 且 首先 假设 此 文集 
包含 在 半球 Cw 一 ?十 如 人 之 中 . 

能 写 出 
(4.4) alu, W=ApY, WHEE WD (Y, W, 
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于 此 
(4.6) Blu, W) 
本 | al D ally, 0) 100tuesoruim dt 
且 于 此 
5 Wi 切 天 包含 导数 的 乘积 DYw* DY%w 的 二 次 型 ,而 
I7|<m, |y'|<m, |7Y|+|y'|<2m—1., 
针 记 
{ular = [ls, ll = lw 
_ 于 是 
(4.6) IBZ'w, WW | eesdvlsl ln. 
设 
- w (5) =max. (w1(0), 站 
w1(6) = ma sup, ,| a (%, D) ~aw (Cy, 0) |， 


Io pr 7) 十 
‘gl+ y 


一 Ws (8) = 10ax | Dya CW', tb) 一 — bj (2 0) |。 


A opt 9 


于 是 

(4.7) Co 四 1<om C0) lul. 

且 根 据 引 理 3.1 有 

Re x wu, Y) 
- >cslul—06 DY 1B (ep, 9%, Ol scollm-m1c 
~—celul’, 

由 此 , 代入 (4. 汉中 并 利用 (4.6), (4.7) ,就 得 到 
(4.8) Realws, w) >cshelS—eaful nh — cu (5) pul? 


2 
一 0e|4|2 一 Ce > Bo， O%, 00) ul tm0 | Emr 2) 
\ 


一 工 15 一 


暂时 承认 
引 理 4.2 有 
1B’ (2°, O05, O02) | -oj 三 -mr 
< |B;(2, Oz%, Os) wliol Fm (3) 
十 Cr (6) [wj 十 cal ua . 
在 (4.8) 中 利用 引 理 4.2， 利 用 
wlnluln duls + ll, 
由 此 导 得 
(4.9) Realwu, Wcslulh—es G+w 0 ) Tul’, 
—C10(0) | ulm-1— ce > Bo O%, Du t=0| lm Ca) 
对 4 五"(0), B= 了 Hm"-1(0),0- 了 (0), 利用 引 理 2.2; 4-> 
B 是 紧 致 的 (参见 第 二 章 N”7)， 因此 ,例如 说 ， 
[ule 十 ci) jul”, 
上 且 代 入 (4.9) 中 得 
Real(wu, WwW [cs—ceo 2060+0(6)) wii 一 ci) lul? 


EC 
选择 5 足够 小 , 使 得 , 例如 说 ， 
c5 一 Co(26 十 w (6)) 一 cs/2， 


和 


二 


2) 设 加 ，…, hi 是 实 的 多 (BR") 的 函数 ， 使 立 好 ~ 在 


2 的 一 邻 域 中 成 立 ， ho,…, hx 的 支 集 包含 在 中 心 在 上 、 
半径 为 6 的 球 中 ， 于 是 
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w= > ula, 
且 通 过 简单 的 计算 有 
a (wu, W) = (> > uhs, 中 ~ au wi) +7 (ww, W), 
(4.10) 1 w;= uh,, 
1 WW | emulnled,s 


但 是 在 2 中 是 紧 致 支 集 的 , 且 对 以 ,i>2, 可 以 应 用 1), 因 
此 


(4.11) Realw, W) >0 EE 


~ EB liollmm 
-02 Bll ealulnhelns. 
但 是 (请 验证 ! ) 
1) 加 uls> hus oslulaluln, 
结果 (4. 入 ) 导致 


(4.12) Realu, %) >ciluln— cululnlylni mes |ul? 


p 
C2 py 1 Bi(%, Do， 08) Us t=0|E mm (3)。 


暂时 承认 
引 理 4.3 有 
|B;(w, Ow, O41) | ts0) Kms cy) 
< ce B;(%, O02,, OD Wltool aw" (9) 
十 jilm-z。 
于 是 \4.12) 给 出 ; 
ww 117 -一 


Rea(w, Woruls,—ceulvlnl ul — pol 


P 
—c15|W|?— ce 说 1B,; (w, On, On) WU |tsol i "is), 


利用 事实 (已 在 二 中 利用 过 
lulm <elvls.te ce) lull, 
就 由 此 得 到 结果 . 
引 理 .2 的 证 明 能 写 出 . 
B' (wg, O%, OV = RutSut Bw, Or, O01)%, 
于 此 z 
Su= [Bi (2, Ox, O02) — Bs (%; Ow, 0+) Ju, 
Ru= [B; (%, O%, Di — Bi(%, Oz, O01) Ju, 
但 瑟 是 mm 一 1 阶 的 ,因此 ww 一 Ru|-o 是 由 
H"-1(0) 一 H"-"-¥ (3) 
的 连续 映射 , 因此 
(4.13) | Bu | to g wm cs) < elu m1. 
其 次 ,根据 w(6) 的 定义 ， 
[Sulyg™ "yo <cw (0) luln, 
由 此 : 
[Sw | aol gy mmst cs) < cl Swf a ™™s co) cw (6) Jul, 
由 此 就 得 到 结果 . 
引 理 4.3 的 证 明 事实 上 ， 
B;(%, O»%, 0:) = hiBj (ws, Ow, O;)u + Ru, 
RB; 是 my 一 1 阶 的 ,因此 
[Ru ls-oli wm sy ele) m1, 
如 同 对 (4.13) 一 样 , 由 此 得 到 引 理 ， 
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5. 定理 1.1 的 证 明 


设 ho， hu, “*", hy 是 一 族 实 的 儿 (R") 中 的 函数 ,使 

SR-1 

在 的 一 邻 域 中 成 立 . : 
ho 在 2 中 是 紧 致 支 集 的 ， hr, r=1, ”3 N 的 支 集 在 一 

开 集 o 中 ， 使 通过 由 将 oN 由 8 映照 于 一 ( 正 的 ) 半 球 中 ， 将 

onc5 映照 于 一 负 的 半球 中 , 而 rnT-> 吕 由 及 内 :是 mm 次 

连续 可 微 的 ， 


置 Wi = WU, 
如 同 (4.10) 有 z 
(5.1) Realw, W)> HRealu, w) colulnluln-s. 

因为 we 是 在 2 中 紧 致 支 集 的 ,有 (根据 (i)) 
(5.2) Rea (uo, Uo) 全 ci| vol — cs | vo |?. 

通过 由, 函数 wr 化 为 Ww，E 了 "(Ba) (Br 是 半径 为 及 的 
上 半球 ), 在 9Br 一 2 的 令 域 中 必 志 0, 且 4 Cr, Wr) 一 0 (Wr, 
wr), 9" 一 通过 由 所 变换 过 来 的 泛 函 ， 
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! Br 


z 3 
对 于 边界 点 如 = (99, 0) ,通过 局 部 化 , 条件 (让 变换 为 类 
似 的 条 件 . 因此 ,根据 引 理 4.1, 有 
(5.3) Rea’ (wv, wr)>crlurls 


9 
一 Cs 语 1B; (2， O», 0:) wr | t=0l Fr (3) —cslwr|? 


(于 此 B; 是 B; 在 局 部 图 象 中 的 变形 )， 
但 是 我 们 关心 的 是 使 

(5.4) Br 一 0 
成 立 的 以 见 导 .12))。， 但 是 

Bi 一 有 BUTS Sy 为 my 一 1 阶 ， 
且 因 此 

B; (hy) = Bj (ur) = Su, 
由 此 
Bjwr 一 (Sxw)” 《通过 局 部 图 象 的 映 象 ) 
且 Sy 是 mj 一 1 阶 的 ， 
| Syn0) "| mm (sy < colvl m1. 

因此 (5.3) 给 出 
(5.5) Real(w,, ur) = Rea’ (ur, Wr) >cr|w)m —c10l wl). 


由 此 连同 (6.1) 及 (5.2) 得 到 
Realw, w) >on SD ul colwl nhlns —or0luls.s, 


表 利 用 (4.11') 及 


luln-i<elwl, -tele) lu, 


一 了 30 一 


Ut 


就 导 得 定理 ， 
现在 剩 下 来 要 给 出 导致 定理 工 工 的 假设 \ 世 及 《过 的 代数 
条 件 . 


6. 定理 1.1 的 假设 (GD 


定理 6.1 关于 系数 及 边界 的 正规 性 的 假设 同 定理 1.1. 
假设 成 立 
(6.1) Re > dos(O)Teo+ODC1 |)", NnER'", ci>0, 


那 末 定理 .1 的 假设 (让) 成 立 . 

证 设 有 加, …，hw 是 实 的 儿 (B") 中 的 一 族 通 数 ， 使 
及 =1 在 人 8 的 一 个 邻 域 中 成 立 , hi 的 支 集 的 直径 <5, 且 设 
ww"(Q) 在 介 中 为 紧 致 支 集 于是， 车 Whw， 有 ( 见 
(4.10)) 


(6 .2) Rea(w, 2) > 立 Re ac ， ur) 一 calel lz。 1， 
设 2?Eh 的 支 集 ， 

(6.8) An wv)= 交 | qs (wo) OruD3D dy 
lal=12=m JD 

有 

(6 .4) a (Uy, Ur) = A Wy, Uy) 十 [Lo lr, Wr) 
— Lf po Us, Ur) ] + DC, Wr) 

于 此 

.0G (WU v0)= > | ae (2) “wuD4o dw, 


stu, w |<oahulnheln a. 
若 u(3) 是 如 "4 一 样 地 被 定义 (事实 上 ， 这 几 w (8) - 
(8)) ,于 是 
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| .sg (w,, Wr) — Kf yo Uy, Ur) | < Cw (6) | Wr | 2 
且 根 据 (6 .1 (连同 fourier 变换 及 Plancherel 定理 ; 这 儿 本 
质 上 上 涉及 到 在 2 中 是 紧 致 文集 这 个 事实 ), 有 
(6 .5) Re .ss (Ur, Ur) 0 | — ca [vy |” 
[更 精确 地 >o 习 | 1Bmwl?dw, 这 导致 (6. 申 ], 由 此 得 到 
Rea (Us, Ur) >) urlm — ca | |?— cs) ur nll na 


一 0 (0) ela. 


代入 (6.2) 并 选取 6 足够 小 ,就 导 得 定理 1.1 中 (i) 的 不 等 式 , 


7. 定理 1.1 的 假设 全) 


7.L 重新 以 简化 的 记号 表述 Gi) ， 有 一 个 泛 函 
(VT.1) .zu 四 =- amor dt, 0= —id/dt, 


及 阶 数 my<<m 的 算 子 Bj(8), 7 二 1，…, 2 多项式 Bj (6) 是 线 
性 独立 的 . : 

用 如 6&8 表示 空间 : 
(7.2) Ht»y= {uu EH"”(0, oo); B,C(0)u (0) 一 0， 

j=1, '., p}. 

要 求 
《7.3) Re (w, WW) 之 clwl? 对 一 切 wE 五 久 , 成 立 , 61>0，, 
于 此 


el = ll smeo, ~». 


7.2 泛 函 .gw 9) 的 分 解 . 
(7.4) A (WU, 9) = LA, VY) +iAa (vy, V), 
于 此 
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ji 加 = 于 [ago 可 二 到 0 D1, 


设 4 为 由 三 重 结 构 { 瑟 二) 天 (0, ce)，.2a 9)} 所 害 
义 的 算 子 (参见 第 四 章 ). 用 
《7 .5) Z={ulvE HG,, 4.(0)u=0} 
来 定义 空间 2Z。 因 此 有 
定理 了 .1 使 (7.3) 成 立 的 充 要 条 件 是 下 述 两 个 条 件 成 
Y: 
(i) Re.xY (9,9) 之 cpl*” 对 一 切 gE 多 (0,， ooD 成立; 
(ii) Re.%(z, 信之 cz 对 一 切 2E2 成 立 . 
证 必要 性 显然 , 现 证 明 充 分 性 一 一 暂时 承认 
引 理 9.1 空间 互 吧 允许 直 和 分 解 
(7.6) H% ,= HY+2:; 
若 wE 昌 ,WU 一 Uo2, woE 万 !，zE 了 于 是 
(7.7) A1(2, Uo) =—0, 
于 是 
Re % (4, W) = A131(Y, W) 
一 .gl (Uo, Uo) FA (2, 为 十 3Rega (2, to), 
目 根 据 (7Y .7)，(i) (对 gE 如 8Y 有 效 ) 及 (让 ,由 此 得 到 
Re wf (u, 轨 关 cl 有 十 lz 的 > Glu), 


由 此 得 到 定理 . 
为 证 明 引 理 7.1, 首先 验证 
引 理 .2 使 (i) 成 立 的 充 要 条 件 是 


G.8) A) =~ReAE)>a (|El*), EER. 


证 由 Fourier 变换 及 利用 Plancherel 定理 立刻 得 到 
《7 .8) 的 充分 性 . 
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现 证 明 必要 性 ， 置 
(7.9) QO = A) -a OE 
有 
(7.10) Re (0, 由 =| A(€) BE) la, 


一 g 的 Fourier 变换 . 

但 若 wE 乡 (BR) (而 不 再 EQ0, ce[D), 且 车 

A (gp, 9) -5 | ewerpBp dt, 
中 为 紧 致 支 集 ， 且 应 用 ( 切 于 zp)， 接 着 (7 .10) 进 行 计算 ， 因 
此 有 
(7.11) | ecG12G ldé>0 
对 一 切 2E2(R) 成 立 . 过 滤 到 极限 , 因此 也 对 一 切 9€8(R) 
成 立 , 而 S(R) = 使 
li Dsgp(t) | <0 

对 一 切 a, B6 成 立 的 函数 2 的 空间 . 

现在 设 米 ES(BR), 小 之 0, 于 是 若 

~ VV) +eexp(—|8|) 一 四 人)， 

e>>0, 分 是 在 总 ( 召 ) 中 , 因此 


| ed WE) +eoxp(—|é|)) de>0, 
且 令 ->0, 有 
(7.12) [ey at>0 


对 一 切 光 ES(R), 小 之 0 成 立 . 
现 设 50),= 在 点 a 的 质量 1; 让 在册 EG(B)， i>0, 
— fed 一 


册 一 3oy 在 其 紧 致 支 集 的 测度 空间 中 成 立 ; |”Q 外山 反 ) 导 
收敛 于 Q(a), 由 此 得 到 @(a) 之 0， 证 半 . 
引 理 了 .1 的 证 明 根据 引 理 7.2，A1() =0 有 m 个 虚 部 
2»>>0 根 Ai， ”多 Nm. 
的 在 瑟 "(0, oo) 中 的 解 不 全 是 
M (Ou=0 
的 所 有 的 解 , 于 此 


(7 .18) MG) -下 €—%), 


结果 得 到 乡 的 下 面 的 特征 : 


(7.14) Z= {ulM(Ou=0, B;(0)u(0) 一 0,7= 工 1 人， 
Z 的 空间 是 mw 一 Pp 维 ; 设 V1 ,，…，ZYm-_y 是 2 的 基 . 
设 Bo 7 一 1 人 一 0， 是 一 组 线性 无 关 的 公 一 革 
次 的 多 项 式 使 得 B;, 7 一 1，…, mm, 是 线性 无 关 的 ， 
于 是 
“B,(0)u(0) =0, 3=1,……, mm 
Gu (0) =0, ;=0, ev m1 
因而 , 对 于 在 瑟 & 中 给 定 的 岂 大 
4 一 Wo 十 2， UoE HY(O0, 00), 
于 是 
B,(O)u(0) = B;(0)z(0), j=1, *…, m. 
且 若 zE8， 因为 这 对 73 一 1,…, p 是 满足 的 (两 个 数 都 是 零 )， 
可 见 
(了 .15) B,(0)u(0) = B,(0)z(0), j=p+1, ,mm. 
反之 , 若 z*E2 且 基 (7.15) 成 立 , 于 是 ww 一 2E 五， 但 
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mg / 
2 一 之 Qizi, 必 人 CI 
LE 


且 (7.15) 等 价 于 
(7.16) "a.Bi(0) (0) = BO) (0), j=p+1, «es mm, 
且 ‘det (Bi(B)a(0)) 关 0， 


”否则 要 存在 2E2, 2x#0, 且 >6E 互 8? 这 是 不 可 能 的 一 一 因此 中 
被 (7.16) 以 唯一 的 方式 所 定义 ,是 有 (7.6)。 关系 式 (7.7) 是 
直接 的 ; 事实 上 , 因为 az= 0， 
GT (2 WUo) 一 (A1z, uo) =0. 

这 达到 了 定理 7.1 的 证 明 . 

注 Y.1 定理 7.1 的 条 件 ( 让 等 价 于 
人 [这 sa 划 虞 :是 正定 的 , % 是 即 的 一 个 基 

且 &.€O. 
事实 上 , GD 一 人 是 显然 的 , 且 若 (让 ' 成 立 , 于 是 对 
s~ Dém€2, : 

有 z 

Re lz, 2) = BE Ail DEE >0 EB [bil 20d, 

结论 ”将 有 强制 性 

Realv, vo)>clv)2— os|v)? : 

对 一 切 满足 B;(%, 8)v|r=0, 7 一] “'*, 2», 的 vE€"(0) 成 
并 , 当 . z 

1) 条 件 (6.1) 成 立 ; 

2) 不 管 vo 及 & 如 何 ， 由 (1. 申 所 定义 的 泛 函 924 对 算 
子 刀 (w?, 6 十 v(w1) 0) 满足 定理 7.1 的 条 件 ， 
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关于 第 六 音 的 注 记 

定理 1.1 归功 于 8S. Agmon, The eoerciveness problem for integro- 
differential forms, J. Anal Math. 6(1958), p.183~223, 

这 种 类 型 的 最 初 的 结果 是 

a) 当 B= 分，j 一 0, 1，…, 0 一 1 时 ，Girding 的 不 等 式 (参见 
定理 6.1); : 

b) 当 B, 的 系统 为 空 时 , Aronszajn 的 不 等 式 ; 参见 Aronszain, On 
coercive integro-differential quadqratic forms, Conf . on Partial Differen- 
tial Equations, University of Kansas, Report. N° 14 (1954), p.94~ 
106. 

对 定理 1.1 的 条 件 (i)、(ii) 的 必要 性 我 们 回 到 Agmon 的 上 涩 文 
章 一 一 我 们 已 经 假设 Bj 的 系统 是 正规 的 一 一 这 不 是 个 可 少 的 ( 见 
Agmon 的 上 述 文章 )， 但 是 ,这 人 允许 我 们 利用 5 引 理 2.1 且 避 免 某 些 赵 术 
上 的 困难 ， 

定理 7.1 同样 归功 于 Agmon， 见 前 述 文章 ， 

对 本 章 中 所 研究 的 不 等 式 的 类 型 有 兴趣 的 读者 还 可 以 研究 下 述 的 


S. Agmon, Remarks on self-ad joint and semibounded elliptic boun- 


dary value problems, Proe. Int. Symp. Linear Spaces, Jerugalem, 
1960, p.1~13; 

S. Agmon-A. Donglis-L. Nirenberg, Estimates near The boun- 
dary..., Comm. Pure Applied Maths.,XII(1959), p. 623 一 737; 

F'. BE. Browder, Estimates and existence:.., Proc. Math. Acad. Soc. 
U.S. A., Vol. 45(1959), p. 365~ 372; 

L. Hirmander, On the regulatity..., Acta Math., Vol, 99(1958), 
p, 225 ~264; (以 及 H6rmander 的 最 近 的 书 ,将 由 Springer 出 版 》; 

Schechter, TIntegral inequalities:..', Comm. Pure Appl., Math. Vol. 
12(1959), p.37~ 66, 
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第 /人 章 
关于 非 齐 次 问题 的 概念 


总 的 目标 : 

在 N°*1( 不 加 证 明 地 ) 给 出 一 个 正规 性 定理 , 且 在 N 2 
对 于 转 置 的 方法 给 出 一 些 注解 ， 这 引导 我 们 到 N 3 的 一 
一 般 性 的 表述 ， 稍 后 (N” 4 能 证 明 它 包含 一 些 非 齐 次 问题 . 
在 N°5 及 6 中 解释 这 些 问题 .最 后 ， 利 用 插值 定理 (N*7) 
得 到 新 的 表达 方式 . 


1. 正规 性 的 结果 


设 2 是 Fr 中 的 有 界 开 集 , 具有 无 穷 (或 足够 ! ) 可 微 的 
n 一 1 维 的 边界 荆 , 9 在 荆 的 一 侧 . 给 出 一 个 泛 函 


dD alw, o)- D | ae) DruDrv ds, 


上 且 假 设 
(1.2) avE2(2) (在 8 中 无 穷 可 微 函数 的 空间 ). 

同样 (如 同 第 六 章 ) 给 出 阶 数 my 二 m 的 算 了 2 人 ， 力 ), 且 
其 系数 在 多 (人 0) 中 ， 

用 六 表示 使 
(1.3) Bj(zw, D)w=0 在 荆 上 成 立 
的 wwE€ 召 "(02) 所 形成 的 ( 闭 ) 空 闻 ，(B; 的 个 数 三 m; 若 不 考 
虑 任何 By, 于 是 = HH"(0),) 

假设 (参见 第 六 章 ) 
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Realwv, 9)>alvl’, jvh = Hohn 
对 一 切 vEF 成 立 ,而 a>>0. 
我 们 指出 (参阅 注 记 中 的 文献 ) 下 面 的 结果 ， 
”定理 1.1 假设 民 . 名 式 成 立 ， 且 一 切 系 数 及 边界 为 无 穷 
可 微 ; 设 % 是 
(1.5) a(u, vo)= (f, 9), vEV 
在 太 中 的 解 , 而 了 在 互 = 天 9) 中 给 定 . 阁 fEH?*(Q),% 整 
数 汪 0, 那 末 wE HYt*™(0). 
注 1.1 由 闭 图 象 定理 可 得 线性 映射 /一 % 是 由 


(1.4) 


Hr*(Q) -> Hr+2m (0) 
的 连续 映射 , 即 , 存在 常数 o% 使 
(1.6) [ul Hrrmcg)y Ck)|f | zxo>. 


事实 上 , 在 定理 二 .1 的 证 明 中 同时 就 提供 了 对 cs 的 信 计 . 
系 1.1 若 fE 多 (0), 于 是 w€ 多 (9)， 
事实 上 ， 


DFO)=2(0), 


2. 转 置 


若 尼 是 一 个 Hilbert 空间 , 用 下 ' 表示 它 的 反 -对 偶 , 即 
在 玉 上 的 反 - 线 性 连续 泛 函 的 空间 . z 

设 4 是 互 中 的 一 个 无 界 算 子 ， 具 稠密 定义 域 也 (4), 是 
4 是 闭 的 ; 假设 
(2.1) 4 是 D(4) (装配 以 模 (| 了 |2+|47|”)) 

在 五 上 的 一 个 同 构 ， 
上 且 , 若 4 是 4 的 共 轿 算 子 ,假设 
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(2.2) 4" 是 DC(4”) 在 五 上 的 一 个 同 构 . 


取 (2.2) 式 的 共 斩 ， 就 得 到 (4")"=A4* 的 共 示 是 有 ' 在 DC4")' 


上 的 一 个 同 构 . 我 们 将 瑟 ' 与 五 视 为 同一 ， 因 此 ，(4*)* 是 
玉 在 D(A4")' 上 的 一 个 同 构 ， 换 言 之 : 车 2 一 上 L(V) 是 D(4") 上 
的 一 个 反 -线性 连续 泛 函 ， 那 末 在 互 中 存在 着 唯一 的 一 个 元 
素 以 使 
(2.3) (Ww， 4A"w) 一 上 (2) 对 一 切 2ED(4) 成 立 ， 
注意 第 四 章 为 我 们 提供 的 满足 (2. 1) 及 (2， 2) 式 的 算 子 4 的 
例子 ， 
注 2.1 由 D(4) 在 瑟 中 秽 密 的 事实 得 到 ., 我 们 可 以 将 
瑟 与 D(4*)' 的 一 个 子 空间 视 为 同一 ; 因此 有 
HCD(A’)', HCD(A)., 
再 注意 (4")* 是 4 的 一 个 延 拓 ; 事实 上 ,车 wwED(4)， 
(A)w, vo) 一 (VC， A*w) 
对 一 切 2€D(4") 成 立 , 这 对 (Ax, 2v) 仍 为 有 效 , 因此 
((A*)*w— Au, »)=0 
对 一 切 2€ D(A4*) 成 立 , 因此 在 DCA*)' 中 成 立 
(A’)’wu— Av=0, 
这 就 证 明了 我 们 的 断言 ， 因 此 这 证 明了 (4”)*=A， 因 此 
(2.4) 4 是 D(4) 在 匡 上 的 一 个 同 构 
”县 又 是 五 在 DC(4")' 上 的 一 个 间 构 ， 


3. 正规 性 及 转 置 的 同时 利用 
3.1 现在 在 N°1 的 框架 中 考虑 问题 ， 和 4) 式 及 第 四 
章 的 结果 , (2.1) 及 (2.2) 成立. 
应 用 定理 1.1 于 =0 的 情形 , 得 到 
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(3.1) D(A ECHO), D(A CHm(O). 


3. 写 ”由 (3.1) 得 到 在 (2.3) 中 能 特别 地 选取 一 个 卫 *(Q0) 上 
的 反 - 线 性 连续 泛 函 作为 ZWo) ， 例 如 ， 
设 给 定 f， go …，9an-l 而 

fEL(N), 


gE C7 芭 (T) (83(T) 的 对 个 (或 反 -对 侦 )). 
对 vE 有 "(0Q), 置 


@2) LO idot S$ (9, 中》 
0 


它 有 意义 , 因为 -54 E 百 ”” (7) (参见 第 三 章 ), 且 因 为 映 
射 o-> .22 由 五 "(0)-> 昌 ”3 (T) 是 连续 的 ， 表 示 式 


(38.2) 定 义 了 在 刁 ™(8) 上 一 一 因而 在 D(4") 上 一 一 的 一 个 


存在 唯一 的 E12(0) 使 
: | ， 2m—1 pu 
(8.3) (who) -| fidot Sy, Bo) 
对 一 切 wED(4?) 成 立 ， 


4 . 一 个 简单 的 例子 


44.1 我 们 将 取 一 个 很 简单 的 情况 ， 
(4.1) a (WU, v) -| wid + | (Du) (Diw) dy, 
(4.2) V= Hi(0)., 
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于 是 
(4.8) 4=4", D(A)(=D(A4"))= HW) N Hd). 


我 们 取 


(4.4) f EL2(0), gyEH S(T), 
且 


4:8) LO- 0) —(g, Pe), rE HO N ENCO)， 


《go， 1s》 0 一 因此 我 们 就 得 到 (4.5), 除去 一 个 记号 的 改 


变 而 外 . ) 
因此 ， 存 在 唯一 的 vE Z2(O) 全 
CR 


对 一 切 2€ 匡 0Q) 由 Ha(8) 成 立 . 


和 4. 写 (4.6) 的 形式 上 的 解释 . 

现在 来 形式 地 解释 (4.6) 式 ， 其 验证 将 在 N?5 中 给 出 . 
首先 在 (4.6) 中 到 

v=p€ED(0). 

这 导致 
(4.7) (—4+1)wu=f. 
(这 不 是 形式 上 的 ! ) 

接着 由 (4.7) 导 得 一 -- 现 在 是 形式 上 地 一 一 

((—4+1)v, »)=(f, ») 


(wy (一 60 
(ww (—4+l)%)+(g, 到》 
且 由 “Green 公式 ” 
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((—4+1)w, o)=—| Ow vaot | 5 a 
ron 


十 (wx (一 4 十 1)»2)， 
由 此 通过 比较 并 注意 到 v|r 一 0 得 到 : 


Ov 2 
一 一 dq 
jz 5 ia = 9 Br Cr， 


“由 此 ” 
(4.8) w|r= 9. 
因此 问题 在 于 一 个 带 非 齐 次 边界 条 件 的 Dirichlet 问题 

(车 gz#0) 且 % 是 在 (人) 中 尺 持 (09)， 正如 将 要 看 到 的 那 
样 ). 

”验证 首先 建立 在 关于 迹 的 一 个 问题 的 基础 上 : 若 
vcE ECO), 且 若 如 EP2(9)， 问 能 否定 义 wlr?y 在 下 面 我 们 将 
证 明 此 问题 的 回答 是 肯定 的 . 


D. 一 个 迹 定 理 
S.1 用 五 (4; 0) 表 示 使 A4E 7220) 的 EDI(Q) 的 空间 , 它 
对 模 
(fuls+ dl’) dy) 
而 言 是 一 个 Hilbert 空间 ， 
将 证 明 
定理 5.1 空间 多 (6) 在 五 (4 人 中 稠密 ， 由 多 0) 一 
儿 ( 了 了 ) Xx 久 ( 了 7) 的 映射 


you —v 了 上 的 迹 ， 
wu> {You, yu} 


YM = A— 3 在 人 上 的 迹 ， 
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可 由 连续 性 延 拓 为 由 三 (4O) 到 万 人 )X 五 下) 中 的 
一 个 线性 连续 映射 ， 所 延 拓 的 映射 仍 记 为 w=>{you, yw}; Yo 
是 和 在 ZY 上 的 迹 ( 由 定义 !),Y1w 是 法 问 导 数 的 迹 . 


号 .2 2 乡 (2) 的 稠密 性 的 证 明 ， 
设 v 一 友人 是 豆 (4 0) 上 的 一 个 反 -线性 连续 泛 函 ， 它 
是 形 如 (参见 第 一 章 ) 
5.1) MO =(f,W +g, hu), f, 9ETLO) 
的 泛 函 ， 设 对 于 一 切 VE9(O2) 成 立 Mo) =0, 要 证 明 
M(w)=0 
对 于 一 切 w€ 且 (4; 9) 成 立 一 一 这 就 将 证 明 我 们 的 断言 一 一 
但 车 5$E 儿 (RB")，gp 一 5 在 Q 上 的 限制 ， 且 若 用 了, 9 表示 了 
及 g 在 BB 上 的 延 拓 , 它们 在 人 之 外 为 0, 于 是 
M(g)=(f, 8)+(g, 48) = (f+49, $), 
且 由 假设 村 (gq) =0, 因而 
(5.2) f+4g=0. 
于 是 gE (RB")， 且 4 一 J 了 EW(R")， 因 而 (例如 说 用 
Fourier 变换 )，g E(BR"”)， 但 9 在 08 中 为 零 ， 册 此 得 到 


9 1.0，- 旨 | -0, 即 yog=0, yg 一 0 且 因 而 (参见 第 三 章 ) 
(5.3) gcE Hi(Q). 


于 是 存在 一 个 序列 灿 E(@) 使 由 >g 在 及 2(Q) 中 成 立 ;但 


对 WwE 英 (4 的 ,成 立 ( 灿 ,du) = (4yj, 4), 过 渡 到 极限 得 

(B.3)" (g, du) = (4g, w), 

结果 使 (5.1) 式 可 写 为 

了 GO = (f+4g, W). 

但 由 (6.2), f 十 4g=0, 因 此 A 必 (w) =0, 证 毕 ， 
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5.,3 定理 5.1 的 证 明 

设 goEH32(T), gy€ HY3( 了 站 任意、 存在 (参见 第 三 
章 ) 克 (po) € H3(Q) [9 表示 {go 91}j 使 
(6.4) yoW (9) = 9o0, YiW (9) = 91, 
(5.5) {po, 9 二 Wlg) 是 一 个 由 五 “人 7) 

x 五 V2( 了 )>H?(08) 的 线性 连续 映射 . 

于 是 ,对 在 五 (4; 2) 中 国定 的 w 置 
(5.6) wp) 一 (do W (9)) — (wu, MW (9)). 

引 理 5.1 了 对,(9) 与 玉 (9) 的 选取 无 关 , 其 中 到 W(9) 假 设 
在 互 2(9) 中 旦 满足 后 . 纪 式 . 

证 设 Wi 及 玉 ; 在 五 ?(0) 中 , 且 

YoW ,= go, YW ,一 pl， 4 一 二 ，2， 
应 该 证 明 
(du, W1) ~ (&, AW'1) = (du, Ws,) 一 (人 AW ,), 
因而 
(6.7) (du, Wi—W,) = (%, AWi—W,)), 
但 : z 
Yo (Wi—W,) =0, Yi (Wi~—W,) =0, 
因此 
Wi—W:€ HH;(0), 

由 此 就 得 到 5.7) (正如 为 得 到 (5.3)' 那样 ). 

这 个 引 理 证 实 了 记号 卫 ,(q) 的 合理 性 . 根据 (5.5) , 泛 函 
0 一 > 和 (0 在 互 ?2(T) X 互 YY2Z) 上 是 连续 的 ,因此 可 写 为 
(5.8) 及 .9) =h, 9Vo> 一 《9， PY), gE HHL), 

hE H-33(7), 
现 证 明 
引 理 5.2 若 w€E 多 (0O), 有 
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中 -9 On ir 4 ne 


证 事实 上 ,着 wu€ 儿 (09)， 
(do W (gp)) — (&%, AW (9)) 
re 


-| 六 polo—| wp do, 
由 此 与 (6.8) 进 行 比较 就 得 到 结果 ， 
因此 由 定义 (根据 5.2 中 所 建立 的 稠密 性 ) 可 置 


9 = You, h 一 Yi&. er 
因此 


(5.9) Fp) = Ly, o> — LYou, 1>. 
我 们 已 经 定义 了 一 个 由 五 (4;8) 到 HA3(7) X 石 22) 中 
的 线性 映射 
u—> {You, Yu}. 
剩 下 来 要 证 明 这 个 映射 的 连续 性 .但 
OCOD SA AC ao) 


及 
其 中 [Wp) bmno <es| |o||, 
fg = (godin tl ol 和 acry )7. 
由 此 
| {You, Yiv} | H-H(IXH TN) S08 | wl H(4;0). 
证 毕 . 一 


练习 若 VE 产 (9) 且 ur= 互 于 (证 明 仍 可 以 定义 
Yo 日 ?3( 站 )[ 先 考察 wwE Hi(O) 且 
(—4+1)wo= (—4+1)w, z 
然后 在 % 一 wo。 上 进行 推理 ]， 证 明 不 能 定义 yw。 
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6. (4.6) 的 解释 


现在 我 们 能 验证 N” 4.2. 

事实 上 , 现在 知道 
(6.1) (+hu, 2) — wu, +4hy) = ym, yo > 一 《yo yi0》 
对 YE 万 (4 9)， vE HH?(0) 成 立 . 

因此 能 将 (4.6) 改 写 为 下 面 等 价 的 形式 : 

((—4+Du, 0) 一 人 ol，Ta0> + Yi, 00> 
一 (f, D) —(y, 到》 

且 因 为 (一 4 十 1)w 二 f, yov 0, 得 到 


(6 .2) You, 7ai0> 一 《9， y10> 
对 一 切 v€ 瑟 *(8) 站 五 ; (0) 成 立 . 
于 是 (6.2) 对 在 有 (中 的 任意 的 yo 均 成 立 ,因而 Yow 一 yg. 
我 们 已 得 到 
定理 6.1 对 于 在 Za(O) 中 给 定 的 f 及 在 五 证 (T) 中 给 


定 的 9, 存在 唯一 的 uwE€D(Q) 使 
(6.3) (—4+1)u=f, 
(6.4) you=y, 


练习 ”证 明定 理 6.1 对 je 五 -1(9) 也 有 效 ， 在 (4.2) 中 
用 下 一 互 !(2) 代 替 成 = 瑟 8(2) ,选择 达 (o) 的 样式 使 能 得 到 非 
齐 次 Neumann 问 题 : 
(6.3) (—4+l)u=f, fEL (QD), 
(6.5) ym=h, hEH™/2(T). 
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7. 关于 捅 值 映射 的 概念 


7.1 首先 证 明 


定理 7.1 车 /在 有 -1(9) 中 给 定 且 yg 在 有 2(T) 中 给 
定 ,存在 唯一 的 wE BO) 使 
(7 .1) (一 4 二 1) 一刀 
(7 .2) you 一 9 
证 设 wEH1(O) 使 yowg 成 立 (w 存在 且 可 选 得 连续 
地 依赖 于 参见 第 三 章 )， 于 是 一 w 应 满足 
《一 4 十 1 (Ww—w)=f— (~4+1)w=h, 


Yo (w ~—2w) 0, 
即 


{C+D (一 w) =h, 在 且 -+(Q) 中 给 定 ， 
(u—w) € H3CQ). / 
而 这 就 以 唯一 的 方式 确定 了 4 一 w( 参 见 第 四 章 ). 


了 . 现在 一 方面 利用 定理 7.1, 另 一 方面 利用 定理 6.1 及 


其 后 面 的 练习 ， 因 而 有 一 个 线性 映射 
{f, 由 一 > 
1°) 由 H+(0) x HI(T) > H!(0), 


2°) 由 五-+(9) x HT 12(0) 
均 是 连续 的 ， 因 此 可 以 应 用 第 三 章 的 定理 10.1. 因 而; 对 


0< 去 +a<l g 


它 


是 一 个 由 
— 1I0— 


T(2, a, H1(0) xx 五 让 DO) ， 瓦 -1(O) x HID)) 
到 了 (2, 五 CO)， 严 (9)) 中 的 线性 连续 映射 . 
可 以 证 明 ( 作 为 练习 ) 
T(9, a, H-1(0) x HICT), H-1(0) x HD)) 
_T(92, au H-1(0), H-1(0)) 
xT(2, a HECT), HECT)). 
可 以 证 明 ( 作 为 练习 ) 
T(2, a; HQ), HO)) = HH (0), 
可 以 证 明 
0.3) 7T(2, « HY(T), HY(T)) HT). 


练习 当下 ~ 已 于 时 验证 (7.3)，[ 利 用 定理 5.1 在 
经 过 Fourier 变换 后 五 t(C7) 变 为 有 3(T), 及 六 (T) 变 为 


及 六 (T); 验证 各 # 是 由 exp，( 一 (1+ |é|) 攻 的 乘法 所 定义 
的 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 定义 域 . ] 


练习 ”从 上 述 练 习 出 发 并 利用 局 部 化 证 明 (7.3) 式 . 
我 们 已 经 看 到 (参见 第 三 章 ) 


(7.4) TC2, a Hi(Q), L2(0)) = HY" (0Q). 


结论 g 是 一 个 由 互 -4(9) x 五 -*(T) -> (0) 的 线 
性 连续 映射 

换言之 ， 对 在 五 -+(Q) 中 给 定 的 了 及 在 及 *(T) 中 给 定 
的 9, 在 Hi (9) 中 存在 着 唯一 的 4 使 


利和 
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(7 .5) 一 如 十 V 一 六 
(7 .6) yo =y. 
这 对 0< 志 +a<1 即 -二 <a< 训 成 立 . 
存在 性 实际 上 已 被 证 明 [ 因 为 ， 特 别 说 ，vwE I2(9) 是 在 
4iE 五-+(9) 之 中 ,故人 (7.6) 式 有 意义 ]， 
唯一 性 是 直接 的 , 因为 在 wE 2(9) 这 一 个 假设 下 已 经 有 
唯一 性 了 . / 
例 取 a 二 0, 于 是 可 见 车 gE 72( 帮 ), 则 解 uE HY(9). 


练习 设 wE 1729) 且 4uE 互 -129)， 证 明 一 般 说 来 yovw 
( 它 在 五 (中) 不 在 卫 -*" (中 ,于 此 s>0. 


练习 取 9 为 R" 中 的 开 集 xz,>0， 通 过 一 个 明显 的 计 
算 证 明 
人 7， gEDL (RY!), FEH (0), 
uv', 0) =g9(%"). 
可 确定 uE 且 (0)，[ 先 回 到 情况 f=0; 然后 通过 对 中 的 
Fourier 变换 计算 w 并 通过 对 mw 的 偶 延 拓 来 延 拓 到 PR".] 


关于 第 七 章 的 注 记 
对 于 定理 1 可 以 参看 Agmon-Douglis-Nirenberg，Browder， 
Schechter 的 工作 ,同样 可 参看 Magenes 和 8Stempacchia 的 报告 : Annali 
Scuola Norm. Sup, Pisa, 12，(1958), p.267~358 及 作者 在 Tata Insti- 
tute 的 讲义 (包含 着 Aronszajn-Smith 的 补偿 法 的 一 个 叙述 ; 也 参看 对 . 
Aronszaja 的 文章 ，Associated Spaces，interpolation theorems and the 
regularity of solutions of differential problems, Berkeley, Avril 1960 
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中 对 此 主题 的 简短 的 注解 )， 

N”?2 及 3 中 所 述 的 方法 改编 自 工 M. Visik-S. L. Sobolevy，, 
Doklady Akad Nauk, t. III (1956), p. S21~.523; J. L. Lions, C. RB. 
Acad, Se. Paris, t. 244(1957), p. 1126~1128. 也 可 以 参看 M. Sehech- 
ter 在 Communications on Pure and Applied Math., 1960, 1961, 1962—~ 
上 的 最 近 的 及 将 发 表 的 工作 . 

N° 5, 6, 7 的 结果 是 出 . Magenes 及 作者 的 文章 Annales Institut 
Ffourier, t. II(1961), p. 137~1478 的 摘录 . 

所 有 这 些 结果 可 以 推广 到 在 空间 L?, p 关 2 中 的 边 值 问 题 ， 对 此 我 
们 可 回 到 J. L., Lions-E. Magenes, Problemi ai limiti non omogenei 
(Vy), Annali della Benola Norm. Sup. Pisa, t. 及 VI (1962), p. 1~44 
《其 中 可 发 现 完整 的 文献 ), 同样 可 回 到 同一 作者 的 论文 “Remarques su 
les problémes aux limites linéaires elliptiques, 它 将 在 Rend. dei Lincei 
上 发 表 . 
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